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Bemerkung zu der Arbeit im Bande 75 Seite 177 
dieses Journals. 
(Von Herrn L. Fuchs.) 


In meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 75 8. 179) habe ich den 
grössten unter denjenigen um den Nullpunkt der complexen Variablen ® 
beschriebenen Kreisen, innerhalb deren nicht zwei verschiedene Werthe w 
der Funetion 
[(w) 

DT wg(Ww) 
(f(w), g(w) ganze rationale Funetionen und f(0), g(0) von Null verschieden) 
denselben Werth ertheilen, als Grenzkreis definirt. Der Radius dieses Kreises 
ergab sich (daselbst S. 184) als der Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 
F'(w) = 0, welche unter allen Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat. 

Wenn die Coeffiecienten der ganzen Funetionen f(w) und y(w) be- 
sonderen Bedingungen Genüge leisten, kann jedoch der Radius des Grenz- 
kreises einen kleineren Werth haben *). In der folgenden Notiz soll dieser 
Ausnahmefall präeisirt werden. 

Hieran schliesse ich eine Bemerkung, aus welcher hervorgeht, dass 
die Bestimmbarkeit des Grenzkreises nach den 5. 194 (daselbst) zusammen- 
gefassten Forderungen von dem Ausnahmefalle nieht beeintlusst wird. 


1. 


Der Ausnahmefall zieht seinen Ursprung aus dem S. 181—182 (da- 
selbst) betrachteten Falle A=0, und ergiebt sich folgendermassen: 
Setzen wir in die Gleichung 
(1.) v(w, w) =Q, 


v=re, w=reM" 


*) Ein solches Beispiel wurde mir von Herrn Anissimoff, Privatdocent an der Uni- 
versität Moskau, vorgelegt. 
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so ergeben sieh hieraus durch Trennung des realen und des imaginären 


Theiles die algebraischen Gleichungen 

(@lcosp, c08Yp,, r) =, 

| H(cosy, 6039,, f) = VÖ 
mit realen Coeffieienten. Der Voraussetzung gemäss werden dieselben be- 
triedigt durch die realen Werther = R, cosp = 608g", cosp, = e0sg'. Dem- 
semäss ergeben die Gleichungen (2.) in der Umgebung von r=R 


l 
6059 = eosp'+B((r—R)}), 
1 


COSYp, = COS" +B,((r—- R)' ), 
1 


wo ®, B, nach positiven ganzen Potenzen von (r—R)’ fortschreitende Reihen 


we 
. 





mit realen Coeffieienten bedeuten. Die Gleichungen (3.) liefern der Vor- 

aussetzung nach nur für r>R reale Werthe für die beiden Grössen 

und , (vgl. daselbst 5. 182). Dieselben lehren, dass die Lagen je zweier 

zusammengehörigen Punkte eines Kreises K, sich mit r stetig ändern. i 
Der Voraussetzung gemäss entsprechen den Werthen von w in der 

Umgebung von w’ Punkte w, in der Umgebung von w', die ausserhalb 

oder innerhalb K liegen, je nachdem ® innerhalb oder ausserhalb K be- ’ 

findlich ist. Sind daher ©» und w, zusammengehörige Punkte des dem Kreise 

KW unendlich benachbarten eoneentrischen und grösseren Kreises X, welche 

resp. den Punkten w’ und ww unendlich benachbart liegen, so müssen die 

veometrischen Quantitäten »—w" und w,—w' die Riehtungen der Tlangenten 

des Kreises X resp. in ©’ und «@' haben. Nun sind aber dieselben geome- 

trischen Quantitäten Halbsehnen eines und desselben Kreises X. Sind demnach 

g+dg, g+dy, resp. die Argumente von w und w,, so folgt daher zunächst 


kdp = +Rdy,, 


(4.) dy = +dy,. | 4 


dw, pe 7 
Da ‘ für alle von e=w', w,—=w' ausgehenden entsprechenden Wee- 
dır oO o 
elemente denselben Werth annimmt, so gilt Gleiches von 
— dlogw, 
dlogw 
Für die entsprechenden Wegelemente @—w” und w,—w', für welche dr, = dr, 


erhält 
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| ae 4 id, 


—dlogw, _ 
doew Br | 
+ de 
R rag 
nach Gleichung (4.) den Werth 
1+ir “4 | 
(5) “ dr 
«Js u l . 
1+iR 
dr 
Nun ist 
ow 
(6,) en dlogw, Kite. F'(w).w u EP _ AıBi 
x dlogw F'(w,).w, oO 
m, 
rg 


% i i , de 
Es wird gefordert, dass B=0 sei. Wenn demnach ni endlich und von 
ar 


Null verschieden, so müsste im Ausdrucke (5.) das obere Vorzeichen ge- 


wählt werden, und es ergäbe sich demnach A = —1. Derselbe Werth 
” h ER 
von A würde für rn —=( auftreten. Da aber der Werth A=-—1 nicht 
2 


statt haben kann (siehe daselbst S. 182), so bleibt nur die Annahme übrig, 


dy \ i - ’ . a =. 
dass unendlieh wird. Die Wahl des unteren Zeichens liefert alsdann 


dr 
(d.) Asa] 
oder 
(8.) eF(w)+w,F(w,) = Q. 


Hierdurch ist der Ausnahmefall voilständie umerenzt: 

Haben die beiden Gleichungen (1.) und (8.) Lösungen (w,. w), für 
welche die Moduln von w, und w einander gleich sind, und ist der kleinste 
dieser Moduln kleiner als die Moduln der Wurzeln der Gleichung F(w) = VÖ, 
so ist derselbe der Radius des (Girenzkreises. 

Dass die Möglichkeit, dass ww, und ww denselben Modul haben, in der 
That einen Ausnahmefall ausmacht, ergiebt folgende Erwägung: 

Setzen wir in die Gleichungen (1.) und (8) w=re", w, = re", 
und trennen die realen und die imaginären Bestandtheile,. so erhalten wir 
zur Bestimmung von r, c0SYy, c0sy, vier algebraische Gleichungen, deren 
Zusammenbestehen eine Bedingungsgleichung für die Coeffieienten von f(w) 
und g(w) zur Folge hat. 

Wir bemerken übrigens, dass auch der Fall B=x (5. 181 daselbst) 

Er 
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gewissermassen zum Ausnahmefalle gehört. Es kann nämlich nicht w' eine 
Verzweigungsstelle der Function » von w, sein. Denn aus der Entwickelung 
. «+ 
(9.) vw" = e,(w-w)’+e(w—w)* +, 

welche in der Umgebung von w,=w' gilt, und wo <#, A ganze positive 
Zahlen, letztere grösser als Eins, würde sich ergeben, dass innerhalb X ge- 
legenen Punkten der Umgebung von w' ebenfalls innerhalb K gelegene 
Punkte der Umgebung von w" entsprächen, was dem Begriffe des Grenz- 
kreises widerspricht. Es ist demnach mit F'(w') =0 gleichzeitig F(w) =. 
Also auch in dem Falle B= x genügen we, = w, w= w' den Gleichungen 
(1.) und (8.), und haben denselben Modul. 

Demgemäss ist der Normalfall der, dass auf der Peripherie des Grenz- 
kreises zwei entsprechende Punkte zusammenfallen (s. S. 180 daselbst). 


*) 


ud a 


Um zu zeigen, dass die Bestimmbarkeit des Grenzkreises den Forde- 
rungen gemäss, welche S. 194 daselbst zusammengefasst sind, von dem 
Ausnahmefalle nicht berührt wird, wollen wir an die in No. 5 bis 9 daselbst 
vetrotfenen Bestimmungen anknüpfen. 

Die in Gleichung (1.) No. 6 daselbst eingeführte Grösse a bleibt will- 
kürlich, und nur ihr Modul hat eine gewisse untere Grenze. Setzen wir 
(Gl. (3.) No.5 und Gl. (1.) No. 6, Gl. (9.) No. 8 daselbst) 

= Fe) ST re Te. 
i w|(m— 1)w"t!—(m-+1)] 


jilden wir mit dieser Function die Gleichungen (1.) und (8.) voriger Nummer, 





setzen in denselben a=p-+pii, w=re", w,=re”*, so ergiebt die Tren- 
nung des realen und des imaginären Theiles vier Gleichungen für r, cosg, 
08. Die Elimination dieser Grössen liefert eine algebraische Gleichung 
zwischen p und p. Man darf also nur p und p’ so wählen, dass diese 
Gleichung nicht erfüllt werde. Dann gehört der Grenzkreis unserer Func- 
tion F(w) dem Normalfalle an, und es bleiben die Schlüsse der No. 6 bis 9 
daselbst bestehen. | 


Berlin, September 1889. 








Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei qua- 
dratische Formen mit rationalen Coefficienten in 
einander rational transformirt werden können. 


(Auszug aus einem von Herrn H. Minkowski in Bonn an Herrn Adolf Hurswitz 
gerichteten Briefe. ) 


Bi unserem letzten Zusammensein interessirten Sie und Herr Hilbert 
sich für die Frage, unter welchen Umständen zwei diophantische Gleichungen 
zweiten Grades sich rational in einander transformiren lassen *). In den 
folgenden Zeilen will ich eine Entscheidung dieser Frage zu geben versuchen. 

Es liege irgend eine quadratische Form mit rationalen Coefficienten 
vor, f. Die Anzahl ihrer Variabeln heisse z, und bei dieser Variabelnzahl 
habe die Form eine nichtverschwindende Determinante:; als Aggregat von 
n (Juadraten reeller linearer Formen dargestellt, möge f im Ganzen J Qua- 
drate mit negativem, und also »—.J mit positivem Vorzeichen aufweisen. 
Unterwirft man die Form einer beliebigen linearen Transformation mit 
rationalen Coeffieienten und von nichtverschwindender Determinante, so bleibt 
dabei zunächst ausser den Zahlen » und J, da die Determinante der 
Form sich um das Quadrat der rationalen T'ransformationsdeterminante ver- 
vielfacht, die Gesammtheit aller der Primzahlen ungeändert, welche in der 
Determinante der Form in ungeraden Potenzen aufgehen. Das Produet 


") Bei der Untersuchung der ternären diophantischen Gleichungen vom Geschlechte 
Null wurden Herr Hilbert und ich auf diese Frage geführt. Wenn zwei diophantische 
Gleichungen durch rationale eindeutiz umkehrbare Transformationen in einander über- 
geführt werden können, so lassen sich offenbar die Lösungen einer jeden dieser Glei- 
chungen aus den Lösungen der anderen ableiten; beide Gleichungen repräsentiren also 
im Wesentlichen dieselbe Aufgabe. Wir rechnen deshalb alle diophantischen Gleichungen, 
welche aus einer durch die genannten Transformationen hervorgehen, in eine Klasse. 
Unsere Untersuchung, welche demnächst in den Acta mathematica erscheinen wird, ergab 
nun, dass in jeder Klasse ternärer diophantischer Gleichungen vom Geschlechte Null auch 
quadratische Gleichungen enthalten sind. Die sich hier anknüpfende Frage nach den 
Invarianten einer solchen Klasse findet daher durch die allgemeinen Sätze, welche Herr 
Minkowski aufstellt und beweist, ihre Erledigung. 

A. Hurwitz. 
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aller dieser Primzahlen, mit dem Vorzeichen (—1)’ der Determinante ge- 
nommen, heisse A; sind Primzahlen der bezeichneten Art nicht vorhanden, 
so werde A = (—1)’ gesetzt. 

Weiter werde ich nun zeigen, dass, wenn p eine ganz beliebige Prim- 
zahl bedeutet, immer aus den Resten der Form f für genügend hohe Po- 
tenzen von p als Moduln in gewisser Weise eine, im Allgemeinen nicht 


schon durch A allein bestimmte Grösse sich herstellen lässt — ich werde 
sie ©, nennen — welche ihrer Bildung nach nur der Werthe 1 oder —1 


fähig ist, und welche den Werth, den sie für f hat, bei keiner rationalen 
umkehrbaren Transformation von f verändert (vgl. unten Gleichung (1.) 
und (2.)). Für alle diejenigen ungeraden Primzahlen, welche weder in der 
Determinante noch in dem Generalnenner der Coeffieienten von f wirklich 
vorkommen (d. h. in nichtverschwindenden Potenzen), findet sich diese 
Einheit von vornherein gleich +1, sodass sie überhaupt nur für eine end- 
liche Anzahl von Primzahlen —1 sein kann. Diese Bemerkung vorweg- 
genommen, besteht für die Gesammtheit der Einheiten €, von vornherein 
eine Beziehung zu den Werthen von z, J und A, nämlich ihr Produet, also 
0,0,0,C,0,,..., erweist sich, wenn j die Anzahl der verschiedenen Primzahlen 
von der Form 4/+3 aus A bedeutet, gleich 1 oder —1, je nachdem die 
Zahl a —2J—2j modulo 8 den Rest 0, 1, 6, 7 oder 2, 3, 4, 5 lässt. Auf 
diese Beziehung gründe ich eben den Nachweis für die invariante Natur 
der Einheiten C,: ich mache zuerst klar, dass jedesmal bei einer 'Trans- 
formation höchstens diejenigen Einheiten ©, sich ändern könnten, welche 
den in der Determinante und dem Generalnenner der Transformation vor- 
kommenden Primzahlen entsprechen, und dann nehme ich zu Hülfe, das» 
eine jede rationale umkehrbare Transformation aus solchen besonderen zu- 
sammengesetzt werden kann, in deren Determinante und Generalnenner 
höchstens eine einzige Primzahl aufgeht. Da nun das Produet aller Ein- 
heiten ©, invariant sein soll und deshalb sich nicht eine allein ändern kann, 
so bleiben bei derartigen Theiltransformationen und also auch bei jeder 
Transformation die Einheiten C, ausnahmslos ungeändert. 

Im Falle »=2 gelten ausserdem noch folgende Beziehungen der 
Einheiten ©, zu dem von quadratischen 'T'heilern befreiten Kern der Deter- 
minante: Sowie eine Primzahl p in A nieht vorkommt und —A quadratischer 
Rest von p bezw., im Falle p=2, von 8 ist, ist immer C,=1. — Im 
Falle a=1 sind durch die Zahl A bereits sämmtliche Einheiten C, bestimmt: 
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Für die in A nicht aufgehenden Primzahlen ist immer ©, = 1, für die in 
A aufgehenden gleich 1 oder —1, je nachdem i quadratischer Rest oder 
Nichtrest von p ist bezw., im Falle y=2, die Form 8!+1 oder 8!+3 hat. 

Nach dem, was über die Einheiten ©, bereits gesagt ist, müssen 
auch alle solchen ungeraden Primzahlen sich nach jeder rationalen 'T'rans- 
formation von f beständig in der Determinante oder dem Generalnenner der 
transformirten Form wiederfinden, welche zwar der Zahl A nicht anzehören, 
aber ein 0,=—1 ergeben; ist B das Product aller dieser Primzahlen, so 
wird daher, wenn die transformirte Form ganzzahlige Coeffieienten erhalten 
sollte, ihre Determinante den Factor ABB haben müssen. 

Durch eine Reihe von sehr einfachen ganzzahligen Transformationen 
mit der Determinante 1 und von solchen rationalen Transformationen, 
welche jede darin bestehen, dass sie eine einzelne Variable rational ver- 
vielfachen, gelingt es nun stets, wie ich zeigen werde, die vorgelegte Form 
in eine Form mit ganzzahligen Coeffiecienten und genau von der Determinante 
ABB überzuführen. Dabei erweisen sich dann diejenigen arithmetischen 
Funetionen dieser Form, welche, wie man sich ausdrückt, ihr Geschlecht 
definiren, im Allgemeinen als eindeutig durch J, A und die Einheiten €, 
bestimmt. Nur, wenn zwischen », A und dem Werthe der Einheit ©, eine ge- 
wisse Beziehung statthat, könnte noch die erhaltene Form zwei verschiedenen 
Geschiechtern von der Determinante ABB angehören: dann ist von diesen 


nur eines ungerade Zahlen darzustellen fähig, und sollte man nicht gerade 


zu einer Form dieses ungeraden Geschlechts gekommen sein, so kann man 
zu der erhaltenen Form stets solche äquivalente Formen finden, welche 
sich in Formen dieses Geschlechts in der einfachen Weise überführen lassen, 
dass man eine gewisse ihrer Variabeln mit 2, eine gewisse andere mit 4 maulti- 
plieirt. Nun hat zuerst Henry John Stephen Smith”) ausgesprochen, dass 
irgend zwei Formen Eines Geschlechts immer dureh rationale 'T’ransformatio- 
nen von der Determinante 1 und mit einem, zu einer beliebig vorgeschriebenen 
Zahl relativ primen Generalnenner in einander übergeführt werden können, 
eine Eigenschaft, welche sie umgekehrt auch als zu demselben Geschlecht 
vehörig charakterisirt. Smita hat diesen fundamentalen Satz der Lehre von 
den quadratischen Formen in der Abhandlung „On the Orders and Genera 
of Ternary Quadratic Forms“ art. 12 **) für ternäre Formen bewiesen, und 

London Roy. Soe. Proc. XVI. 1868. p. 202. 

**) Phil. Trans. CLVII. 1867. 


’ 
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auf Grund derselben Prineipien und unter Zuhülfenahme gewisser Resultate aus 
meiner Arbeit „Sur la theorie des formes quadratiques A coefficients entiers“ *) 
kann der Beweis für Formen mit beliebiger Variabelnzahl geführt werden. 
Demnach wird es immer möglich sein, unsere Form f in eine bestimmte 
Form eines, durch die Einheiten €, (und durch » und J) völlig bestimmten 
Geschlechts von der Determinante ABB rational zu transformiren. 

Nun bezeichne B das Produet aller überhaupt vorhandenen ungeraden 


Primzahlen, für welche 0, = —1 ist; dann sind aus dem Werthe von B die 
Werthe sämmtlicher Einheiten C, ersichtlich — der Werth von C, bei Be- 


nutzung der Relation für das Product aller C,, und man wird den Satz 
aussprechen dürfen; 

Theorem I. Zwei rationale quadratische Formen mit n Variabeln und 
nichtverschwindenden Determinanten können dann und nur dann rational in ein- 
ander transformirt werden, wenn sie gleiche Invarianten J, A und B haben. 

Die vorher definirte Zahl B ist offenbar der Quotient aus B und dem 
grössten Divisor von A und B. 

Der Trägheitsindex J ist eine Zahl zwischen O bis ». A hat das 
Vorzeichen (—1)’, B ist positiv; vom Vorzeichen abgesehen, sind A und B 
Producte von lauter verschiedenen Primzahlen bez. 1; B ist ungerade, in A 
kann unter Umständen die Primzahl 2 eingehen. — Im Falle 2=2 ent- 
hält 3 niemals eine ungerade Primzahl, welche in A nieht vorkommt und 
von welcher — A quadratischer Rest ist, weil für jede solche Primzahl hier 
C,=1 ist, und wenn -—A==1 (mod. 8) ist, ist immer ©, = 1 und muss in 
Folge dessen die Anzahl der in 5 vorkommenden Primzahlen mit der als- 
dann offenbar ganzzahligen Grösse 4(1—J—j) zugleich gerade oder un- 
verade ausfallen; dabei soll j wieder die Anzahl der Primzahlen von der 
Form 4/-+5 aus A vorstellen. — Im Falle »=1 ist B das Product aller der- 
jenigen ungeraden Primzahlen p aus A, für welche : quadratischer Nicht- 
rest von p Ist. 

Zu jedem mit den vorstehenden Bedingungen verträglichen Systeme von 
Zahlen n, J, A, B giebt es wirklich ein oder zwei Geschlechter ganzzahliger 
Formen von der zugehörigen Determinante ABB, und können Repräsentanten 
dieser Geschlechter nach S. 89—90 meiner vorher eitirten Arbeit aufgestellt 


werden. 


*) Mem. pres. a l’Acad. des Sciences de lInst. de France XXIX. N°. 
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Sie sehen hiernach, dass bei gegebener Variabelnzahl und gesebenem 
Trägheitsindex stets unendlich viele verschiedene Typen von quadratischen 
Formen, die nicht rational in einander zu transformiren sind, existiren, und 
dass von a=5 an die unendliche Anzahl dieser Typen in gewissem Sinne 
durch eine Potenz von 2 ausgedrückt werden kann, deren Exponent die um 
1 verminderte doppelte Anzahl aller natürlichen Primzahlen ist. 

Man kann die Invarianten n, J, A, B einer zerfallenden quadratischen 
Form, d.h. einer solchen, welche als Summe zweier Formen mit verschie- 
denen Variabeln erscheint, stets durch die entsprechenden Invarianten ihrer 
Theile und umgekehrt die eines T'hheiles durch die der Form und des an- 
deren 'T'heiles darstellen. Nämlich die Zahlen » der Theile und ebenso 
die Zahlen J der Theile geben summirt die entsprechende Zahl der Summe; 
die Invariante A der Summe ist, von ıhrem Vorzeichen (—1)’ abgesehen, 
das Produet aller der Primzahlen, welehe nur in einer der Zahlen A der zwei 
Theile vorkommen, und endlich ist (vgl. unten Gleichung (3.)) die Zahl B 
der Summe das Produet aller der Primzahlen von der Form 4-1, welche 
nur in einer der Zahlen 5 der Theile vorkommen, und aller der Prim- 
zahlen von der Form 4/-+3, welehe entweder in beiden A und in beiden 
oder in keinem der B der Theile, oder in einem der B und zugleich in 
einem oder in keinem der A der 'I’heile vorkommen. 

Hält man dieses Resultat mit dem Umstande zusammen, dass von 
»—5 an die Invarianten A und B völlig unabhängige von einander sind, so 
ist insbesondere zu schliessen, dass man zu jeder Form f mit mehr als drei 
Variabeln nach Belieben eine Form g mit drei Variabeln weniger annehmen 
kann, welche nur, als Aggregat von soviel Quadraten reeller linearer Formen 
dargestellt, als sie Variabeln besitzt, weder mehr positive noch mehr negative 
Quadrate enthalten darf als f in einer entsprechenden Darstellung, und dass 
dann jedesmal ein Typus von rationalen Formen x mit drei Variabeln ewistirt, 
so dass f rational in g-+% transformirt werden kann. beispielsweise kann 
g=2+a,(h=1,2,..n—3) genommen werden, wenn darin nicht mehr als 
J Coefficienten —1 und nicht mehr als »—J gleich 1 sind, wobei » und J 
sich auf f beziehen. — 

Bei der von Ihnen angeregten Frage nun handelt es sieh nieht darum, 
ob zwei quadratische Formen sich direet rational in einander transformiren 
lassen, sondern ob vielleicht eine solche Transformation dadureh möglich ge- 
macht werden kann, dass man die Formen noch mit geeirneten Faectoren ver- 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 1. 2 
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sieht. Es ist also noch zu untersuchen, in welchen Punkten die Zahlen 
n, J, A, B der verschiedenen rationalen Multipla einer und derselben Form f 
alle mit einander übereinstimmen und in welchen nicht. 

Je nachdem der Factor, mit welchem man eine Form f multiplieirt, 
positiv oder negativ ist, ändert sich ihr Index J nicht, oder er geht in n—J 
über; in jedem Falle bleibt der absolute Werth von »—2J unverändert; ich 
bemerke, dass n—2J die Differenz zwischen der Anzahl der Quadrate mit 
positivem und der mit negativem Vorzeichen in einer Darstellung von f als 
Aggregat von » Quadraten reeller linearer Formen ist. Wenn » gerade 


und J= 2 ist, so behält der Index selbst in jedem Falle seinen Werth. 


Wir können uns hier auf Hinzufügung solcher rationaler Factoren M 
zu f beschränken, die, vom Vorzeichen abgesehen, Producte von lauter ver- 
schiedenen Primzahlen sind, indem wir uns jeden rationalen quadratischen 
Factor mit den Variabeln der Form verschmolzen denken können. Die Deter- 
minante von f nimmt in Mf den Factor M” an. Wenn » gerade ist, so 
bleibt also ihr von quadratischen Theilern entblösster Kern A ungeändert; ist 
» ungerade, so giebt es unter allen diesen Vielfachen Mf ein einziges, dessen 
Determinantenkern 1 ist, nämlich die Form Af, und es wird dann die dieser 
Form zukommende Zahl B als Invariante der diophantischen Gleichung f = 0 
zu betrachten sein. 

Um die hinsichtlich der Einheiten C, obwaltenden Verhältnisse klar- 
zulegen, möge mit d(p) oder Öd die Zahl 0 bezw. 1 bezeichnet werden, je 
nachdem die gerade betrachtete Primzahl p in der Zahl A von f nicht vor- 
kommt bezw. darin vorkommt. Unter e, soll dann die positive oder nega- 
tive Einheit verstanden werden, je nachdem die, p nicht mehr enthaltende Zahl 


5 |#@-n09 . 
ne p ”A quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist bezw., falls 
p=2 ist, die Form S/+1 oder 8!+3 hat; endlich soll e ohne Index die- 


n 


jenige Einheit vorstellen, welcher die ungerade Zahl nlla-o4 modulo 
r n i ; R = a 
4 eoneruent ist: |— | bedeutet hier immer die orösste in — enthaltene ganze 
> ) > > > oO 


Zahl. Wenn » gerade ist, so sind für alle Formen Mf die Zahlen d die- 
selben. Aus den später für die Einheiten C, aufzustellenden Gleichungen 
(vgl. unten (1.) und (2.)) wird nun unmittelbar zu schliessen sein: 

Von der Einheit C, einer Form f unterscheidet sich die entsprechende 


Einheit einer Form Mf, wenn M=p ist, um den Factor c,; wenn M zu p 
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' Var > Mm » 
relativ prim ist, um den Factor =) oder (— a en je nachdem p ungerade 
oder 2 ist. Die Klammern bedeuten das L a ische Symbol, und 


zwar setze ich dasselbe hier für den Fall negativer Zahlen im Zähler wie 
Z 
im Nenner durch die Gleichung (7) = — -(— a definirt voraus, sodass ins- 


besondere für alle ungeraden Zahlen N, für positive sowohl wie für negative, 
ns 


das Symbol (7 1) (—1) ?® ist. Hieraus folgt nun: 


1) Wenn » gerade ist, so hat eine Einheit €, dann und nur dann 
für alle Formen Mf gleichen Werth, wenn p in A nicht vorkommt (d = 0) 


n 
und (—1)’ A quadratischer Rest von p bezw., wenn p=2, von 8 ist (e,— 1 
bezw. c=1 und ,=1). Bezeichnet also B, das Product aller derjenigen von 
den hier in Betfacht kommenden Primzahlen, für welche €, = —1 ist, so stellt 
dieses B,, ebenso wie A, hier eine Invariante der Gleichung f= 0 vor. B, ist, 
von einem eventuellen Factor 2 abgesehen, ein Divisor der früher definirten 
Zahl B; multiplieirt man f mit allen ausserdem noch in B vorkommenden un- 


geraden Primzahlen (d.h. für die d=0, e,=—1, C,=—1 ist) und noch mit der 
/ P / 


n 


Primzahl 2, falls (-1)’A=5 (mod.8) (d. i. 02)=0,c=1, ,=-—]1) und 


C, = -—1 ist, so entsteht eine Form, die i Sf We möge, welche unter den 





Vielfachen Mf die Eigenschaft besitzt, für möglichst wenige von den in A nicht 
vorkommenden ungeraden Primzahlen, nämlich nur für diejenigen aus B,. ein 


N 


C,=-—1 zu ergeben, und auch, wenn (—1)’ A == 1 (mod. 4) ist, insofern dies 
1 ie) \ \ 
überhaupt angeht, nicht ein ©, = —1 zu liefern. 


Da die Zahlen A und B, Producete von lauter verschiedenen Primzahlen 
sind, so sind die Werthe dieser beiden Zahlen aus dem Werthe der einen 
Zahl D= AB,B, zu entnehmen, welche, da B, zu A relativ prim ist, keine 
Primzahl in einer höheren als der zweiten Potenz enthalten wird. Der Werth 
dieser Zahl D ist ausser durch das Verhältniss, in welchem die einzelnen Prim- 
zahlen von B, zu A stehen sollen, durch die bereits oben erwähnten, für die 
Einheiten C, von vorn herein gegebenen Beziehungen in der Weise beschränkt, 


‚it 


dass, wenn (-1)’A=1 (d.h. A= +1 und 1(n—2J) gerade) ist, die Anzahl 
der in B, auftretenden Primzahlen zugleich mit der Zahl er 2.J) gerade oder 
ungerade sein muss, und dass im Falle a=2 immer B, =1 ist. 


2) Wenn » ungerade ist, so möge der Buchstabe D zur Bezeichnung 
der Invariante B der Form Af verwandt werden; diese findet sich dann, 
2% 
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durch die Invarianten von f ausgedrückt, gleich A,B, wenn A, das Produet 


aller derjenigen ungeraden Primzahlen aus A bedeutet, für welche 0, = —c, 
ist. Im Falle »a=1 ist immer D=1. 


Theorem II. Wenn zwei Formen mit n Variabeln und mit nichtver- 
schwindenden Determinanten in den absoluten Werthen ihrer Zahlen n—2J 
und in ıhren Invarianten D übereinstimmen, so kann jede von ihnen rational in 
ein rationales Vielfaches der anderen transformirt werden. 

Ich beweise diesen Satz, indem ich ihn auf den Satz I zurückführe: 

1) Ist » gerade, so multipliecire man jede der beiden Formen mit 
ihrer Zahl B,, und falls die Indices der Formen nieht gleich sind (also sich 
zu n ergänzen und beziehungsweise unter und über 4» liegen), noch eine 
der Formen mit — 1. Man hat dann zwei Formen, 9, w, welche gleichen 
Index und dasselbe A besitzen, und für alle in ihrer Zahl A nicht aufgehen- 
den ungeraden Primzahlen gleiche Einheiten €, liefern, und überdies, wenn 


n 


N)’ A=1 (mod.4) (d.h. d2)=0,ce=1) ist, auch dasselbe ©, ergeben; 
und es kommt darauf an, eine der Formen, etwa vw, noch mit einem solchen 
positiven Factor zu multiplieiren, dass eine Form entsteht, welehe mit der 
anderen Form in allen Einheiten €, übereinstimmt. Ist nun M irgend 
eine zu 2D relativ prime, positive ganze Zahl, welche den Bedingungen 


Air, . h M 
genügt, dass für jede in A aufgehende ungerade Primzahl p % )= 1 oder 


— —] ist, je nachdem die Charaktere €, für und w gleich oder verschieden 


n 


DI(2) 

sind, und dass, wenn »icht (-1)’A=1 (mod. 4) ist, das Symbol (= Ye 1 
oder = —1 ist, je nachdem $ und w gleiche oder verschiedene Charaktere 
C, haben, so kann bei Mw und g ein Zweifel über die Gleichheit der Ein- 
heiten ©, nur noch hinsichtlich der in M aufgehenden Primzahlen möglich 
sein. Die genannten Bedingungen für M sind aber derart, dass man ihnen 
durch eine Primzahl gerecht werden kann, in welchem Falle es sich nur 
noch um den einen Charakter C,, handeln wird; und dieser wird dann für 
Mw und g deshalb nicht verschieden sein können, weil er sich für beide 
Formen in gleicher Weise durch das Product der übrigen Charaktere €, 
ausdrücken lässt. 

2) Ist » ungerade, so multiplieire man jede der vorgelegten Formen 
mit ihrer Zahl A, und man erhält so zwei Formen, für die alle Bedingungen 
dafür erfüllt sind, dass sie sich rational in einander transformiren lassen. 


I 


isn ats Sn an tan ni n de FE hr en en u wA al ae en Li als RTINE 


BEREIT A 


wir 


RE nn 
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Es mögen noch einige specielle Folgerungen aus den Sätzen I und 
II Erwähnung finden. 

Eine rationale Form kann dann und nur dann in irgend welche 
negative, rationale Multipla von sich selbst rational transformirt werden, 
wenn ihre Variabelnzahl » gerade und ihr Trägheitsindex gleich In ist. 

Eine Form f ist dann und nur dann in —f rational zu transformiren, 
wenn ihre Variabelnzahl n gerade, ihr Trägheitsindex gleich In ist und ihre 
Determinante keine Primzahl von der Form 4145 in ungerader Potenz enthält. 

Durch welche quadratische Formen mit » Variabeln können von 
Null verschiedene, rationale Quadratzahlen dargestellt werden? Ist dureh 
irgend eine Form eine von Null verschiedene Zahl N darstellbar, so lässt 
die Form sich stets so rational transformiren, dass sie die Zahl N als ersten 
Coefficienten erhält, und dann geht sie bei dem ersten Schritte der gewöhn- 
lichen Methode, eine quadratische Form in Einzelformen mit einer Variable 
zu zerlegen, über in Nx’+ einer Form, welche die Variable x nicht mehr 
enthält. Es handelt sich also hier um die Kriterien für solche Formen mit 
n Variabeln, welche sieh rational transformiren lassen in das Quadrat einer 
Variable + einer Form mit »—1 Variabeln, und man findet: 

Von Null verschiedene rationale Quadratzahlen sind darstellbar durch 
jede nicht wesentlich negative Form mit 4 oder mehr Variabeln; durch jede 
nicht wesentlich negative Form mit drei Variabeln, deren Invarianten A und 
B auch bei Formen mit zwei Variabeln vorkommen können (die hierfür zu er- 
füllenden Bedingungen s. oben); durch jede nicht wesentlich negative Form 
mit zwei Variabeln, deren Invarianten A und B auch bei einer Form mit einer 
Variable vorkommen können. 

Wann kann durch eine rationale Form f die Zahl Null rational dar- 
gestellt werden (natürlich, ohne dass alle Variabeln verschwindende Werthe 
erhalten)? Es sei f irgendwie in eine Summe von » Formen mit einer 
Variable transformirt, und in einer Lösung von f=0 etwa die Variable 
einer dieser Formen, welche Nr’ heissen möge, von Null verschieden und 
—r,. Die Form f besteht dann aus Nr’ und einer Form mit »—1 Variabeln; 
durch letztere wird, während durch f die Zahl Null dargestellt wird, die 
Zahl —Ne, dargestellt, una diese Form lässt sich daher nach dem vorher 
Bemerkten rational transformiren in eine Form —Ny’+ einer Form mit 


n—2 Variabeln. Da nun N(x°—y‘) stets in x°—y rational zu transformiren 
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ist, so muss also f in @’—y’+ einer Form mit n—2 Variabeln zu trans- 
formiren sein, wenn f= 0 lösbar sein soll; so ergiebt sich: 
Die Zahl Null ist rational darstellbar 
durch jede indefinite Form mit fünf oder mehr Variabeln, 
durch jede indefinite Form mit vier Variabeln, deren Invariante D 
nur erste (keine zweiten) Potenzen von Primzahlen enthält, 
durch jede indefinite Form mit drei Variabeln, deren Invariante D 
gleich T ist, 
durch jede (indefinite) Form mit zwei Variabeln, deren Invariante 
D= —TI ist. 

Betreffs der über die Gleichung ax’ +by’+cz’ = (0 existirenden 
Litteratur sei auf die Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, heraus- 
gegeben von Dedekind, III. Aufl. Suppl. X verwiesen. Kriterien für die 
Darstellbarkeit der Zahl Null durch beliebige ternäre Formen sind von 
H. J. St. Smith”) ohne Beweis publieirt; dieselben sind dann später von 
Herrn A. Meyer **) begründet worden. Ferner hat Herr Meyer ***) die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Auflösbarkeit der 
Gleichung ar’+by’+ez’+du=0, doch in einer umständlicheren Fassung 
als der hier gegebenen, aufgestellt und bewiesen, dass durch eine jede in- 
definite Form mit mehr als vier Variabeln die Zahl Null rational darstell- 
bar ist. — Endlich ist zu erwähnen, dass Eisenstein T) die Frage behandelt 
hat, welche ternären Formen sich rational in ein Multiplum von z’+y’+z 
transformiren lassen. 

Ich werde nun zunächst das Bildungsgesetz der Einheiten C, ableiten. 


Jeder rationalen quadratischen Form f(x, x.,...x,) mit gebrochenen 
Coefficienten kann in ganz bestimmter Weise eine aus ihr durch eine rationale 
Transformation abzuleitende Form mit ganzen Üovefficienten zugeordnet wer- 
den, nämlich, wenn N den Generalnenner der Coeffiecienten von f bedeutet, 
die Form NNf, in welche f dureh die Substitution x, = Ny, (kh=1,2,...n) 
übergeht. Wir können uns deshalb auf die Betrachtung ganzzahliger For- 
men beschränken, und brauchen mit denselben auch nur solche Trans- 


*) London Roy. Soc. Proc. AI p. 110. 

**) Journal für Mathematik, Bd. 98 S. 177. 
***) Züricher Mitth. XXIX. S. 209. 
7) Journ. de Liouville. XVII. 1852. 8.4753. 
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formationen vorzunehmen, durch welche wir wieder auf ganzzahlige Formen 
kommen. 

Es ist klar, dass wir solche Funetionen einer quadratischen Form, 
welche für alle rationalen umkehrbaren 'T'ransformationen der Form invariant 
sein sollen, nur unter den, das Geschlecht der Form definirenden Grössen 
zu suchen haben; Grössen nämlich, die nieht einmal für alle Formen Eines 
Geschlechts gleichwerthig sind, erleiden immer schon bei gewissen rationalen 
Transformationen von der Determinante 1 Aenderungen. 

Die Invarianten des Geschlechts einer quadratischen Form sind ihre 
Ordnung und ihre Charaktere. (Die nun zunächst folgenden Bemerkungen sind 
meinem Aufsatze „Sur la theorie des formes quadratiques“ entnommen, den ich 


weiterhin kurz mit F.@. eitiren will.) Heisst die Form f= Fa,r,r,(a,, = a 
l 
und sind alle Coeffieienten eanze Zahlen und die Determinante |a,,!= 4 von 


o | 


kh/) 


Null verschieden, so rechnet man zu den Bestimmungsstücken der Ordnung der 
Form ihre Zahl z, ihren Trägheitsindex J, ihre Determinante 4, ferner die 
grössten gemeinsamen Theiler aller einreihigen, aller zweireihigen u. s. f. bis 
aller (a—1)-reihigen Unterdeterminanten von ja,,| — diese T'heiler mögen 
der Reihe nach d,, d,,... d,_, heissen, endlich diejenigen grössten gemein- 
samen Theiler, welche an die Stelle dieser T'heiler treten, wenn von den be- 
treffenden Unterdeterminanten die unsymmetrischen mit dem Factor 2 multi- 
plieirt genommen werden — diese letzteren Theiler bezeichne ich mit o,d,, 
Od, ».. O,_,d,_., sodass eine jede Zahl o, gleich 1 oder gleich 2 ist: ich 
setze noch = (—1)’d, , und 9,=1, o,=1. Die durch die Gleiehungen 
d, = dr! tod'...o, u 
bestimmten »—1 Grössen o, erweisen sich immer als ganze Zahlen (F. Q. 


S. 6), und ferner sind die Zahlen o, immer so beschaffen, dass ein Produet 


Dy 


0,_10,0,,ı ungerade ist, sowie 0, = 2 ist, und durch 4 theilbar, sowie 9,_, =: 
oder 9,,,=2 ist (F. Q. 8. 31). 

Die Charaktere sind Grössen, die in Gestalt Legendrescher Symbole 
auftreten, also Einheiten +1; ihre Werthe können, wie ich F. @. art. VII-IX 
gezeigt habe, ausnahmslos erschlossen werden aus den Werthen der ver- 
schiedenen Summen *) 


Zniaflzı, Cu „+. £n) 
er Be ym1,2,..4 
f(a, N) = Ze 2 (idea, 2, Zune 


*) Diese Summen bilden auch den Gegenstand des Aufsatzes von Herrn H. Weber: 


Ueber die mehrfachen Gaussschen Summen, Journ. f. Math. Bd. 74 S. 214-250. 
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in welchen N und « zu einander relativ prime ganze Zahlen bedeuten und 
die Variabeln Restsysteme modulo N zu durchlaufen haben; e ist hier die 
Basis der natürlichen Logarithmen, rı die Zudolphsche Zahl, <= Y—1. Die 
Werthe solcher Summen f(«, N) hängen offenbar nur von den Resten von 
f in Bezug auf die Moduln N ab. 

Indem man die Betrachtungen, welche F. Q. 5. 60 beziehungsweise 
S. 65 abgebrochen sind, fortführt, gelangt man in Betreff dieser Summen 
insbesondere zu folgendem wichtigen Resultate: 

Zu jeder Primzahl p gehört eine gewisse Einheit C, von solcher Art, 


44 


dass für jede Potenz p', welche nicht niedriger als die in ’ 
y O„-—ıd, 2 


auf- 


gehende Potenz von p ist, und jede beliebige zu p relativ prime Zahl «, wenn 
noch p° die höchste in 4 enthaltene Potenz von p bedeutet und die Einheiten 
c, und c in der bereits oben festgesetzten Beziehung zur Determinante stehen, 
die Gleichung gilt: wenn p ungerade ist, 


E (© rnt_ Y O+ni 
/ \ FR Zi N 5 - 2 2 4 
wenn p = 2 ist, 


n  orc—1 \2 0 z | ”) Hnt+n 
’ . ( r120+tmt ; ( — ) 1-4: 3] : . 
{ 2.) / [04 Zu ) — ) En c a... ? B s | ) 2 ’ r 
\ ; / N 2 J \ 73 ä - ( ) \ > 
Die erste Klammer auf der rechten Seite ist jedesmal ein Legendresches 


Symbol. Ich bemerke noch, dass o,_,d,_, den grössten gemeinsamen Theiler 


Nn-—x% 


j .. . r 0A oA , i \ 
der sämmtlichen Zahlen 2 und 2 > (hZK) vorstellt. 
On Odin 


Da für solche ungerade Primzahlen, welche in der Determinante 4 
nicht vorkommen, der Exponent £ in (1.) bereits gleich Null genommen wer- 
den darf, so ist für alle diese Primzahlen offenbar C, = 1. Ueberhaupt haben 
wir hier diejenigen Einheiten vor uns, von welchen oben die hede gewesen 
ist, wenn wir nur noch festsetzen, dass unter den Einheiten C, einer Form 
f mit einem Generalnenner N > 1 die entsprechenden Einheiten der ganz- 
zahligen Form NNf verstanden werden sollen. 

Dass eine jede der vorstehend definirten Einheiten C, ungeändert 
bleibt bei allen solchen rationalen umkehrbaren Transformationen von f, 
bei welchen Determinante und Generalnenner zu der betreffenden Primzahl 
p velativ prim sind, und welche aus f wieder ganzzahlige Formen hervor- 
xehen lassen, ist ohne Weiteres ersichtlich. Denn da durch solche Trans- 


ae 
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formationen aus zwei, für einen Modul p‘ incongruenten Systemen der 
Variabeln von f immer wieder ineongruente Systeme der neuen Variabeln, 
und also aus vollständigen Restsystemen in Bezug auf einen Modul p’ wie- 
der solche Systeme entstehen, so erfahren dabei die Summen f(«,p‘) keine 
Veränderung, und da offenbar auch die Potenz p® sich nicht ändert, so be- 
hält auch die Einheit C, ihren Werth bei. 

Sehen wir nun zu, wie diese Einheiten C, zu berechnen sind. Zer- 
fällt eine Form f, in Bezug auf einen Modul p‘ betrachtet, in die Summe 
zweier Formen, f, f', mit verschiedenen Variabeln, so ist jede ihr zu- 
gehörige Summe f(«,p") das Produet der analogen Summen für f’ und f”, 
und so folgt aus (1.) für ein ungerades p: 


„0 _ı RR 
(3.) Gelb +: * 66, 
und aus (2.) für p=2: 
(4.) la” 7" ren, 


die gestrichelten Buchstaben sind auf die Formen f' und f’ zu beziehen. 

Nun kann man jede Form f, wenn von ihren Zahlen o,, 0, ... 0,_, 
im Ganzen A—1 durch eine Primzahl p theilbar sind, durch höchstens »—4 
Substitutionen, welche darin bestehen, dass sie eine Variable um eine zweite 
vermehren, und höchstens »—1 Substitutionen, welche darin bestehen, dass 
sie zwei Variabeln mit einander permutiren und gleichzeitig eine derselben 
mit —1 multiplieiren, in eine solche Form g transformiren, in welcher die 
aus den ersten A=1, 2, ... »—1 Horizontal- und Vertiealreihen der Deter- 
minante gebildeten Unterdeterminanten möglichst niedrige Potenzen von p 
als Factoren haben, d.h. Werthe o,d,_,p, besitzen, in denen die Zahlen , 
zu p relativ prim sind (F. @. 8. 36); es werde noch m =1, 9, = (—-1)’ 
gesetzt. Eine derartige Form p nenne ich eine Grundform in Bezug auf p, 
und eine Grundform kann weiter für jeden Modul p‘ mit Hülfe von solehen 
Substitutionen, in deren Determinante alle Glieder links von der Diagonale 
Null und alle Glieder in der Diagonale 1 sind und welche daher die Werthe 
der Zahlen o,d,_,p, (k=1,2,...n) sämmtlich ungeändert lassen, in sogenannte 
Hauptreste umgewandelt, d. h. dergestalt transformirt werden, dass sie modulo p’ 
in eine Summe von Formen mit einer Variable oder, wenn p = 2 ist, in Formen 
mit einer Variable und Formen zweiter Art mit zwei Variabeln zerfällt. Bringt 
man dann die Formeln (3.) und (4.) in Anwendung und benutzt zugleich die 
bereits oben auseinandergesetzten und nun aus (1.) und (2.) fast unmittelbar zu 
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entnehmenden Relationen, welche die Einheiten C, zweier Formen verbinden, 
die rationale Vielfache von einander sind, so wird man in letzter Instanz auf 
die Einheiten ©, der Form «x geführt, die sich sämmtlich gleich 1 erweisen 
(vgl. Gauss, Summatio quarumdam serierum singularium, Werke, Bd. II) und 
auf Einheiten C, für Formen exz+Pxy+yyy mit ganzen «, 5, y und un- 
seraden /, die ebenfalls gleich 1 sind (F. @. 8. 57—59). 

Die Exponenten der in den Zahlen d,, 0,, 0, ... 0,_, der Form f 
aufgehenden Potenzen von p mögen ©, ©, &, ... @,_, heissen, und es 
werde noch gesetzt , +9, +, + -+0,=v, (h=1,2,...n—1); ferner mögen 
mit D, (kh=1,2,...») diejenigen, zu p relativ primen Zahlen bezeichnet 
werden, die sich ergeben, wenn die Zahlen o,d,_,g, einer mit f äquiva- 
lenten Grundform $ in Bezug auf p von ihren Potenzen von p befreit 
werden. Die aus einer solehen Grundform entstehenden Hauptreste lauten 
dann, wenn p ungerade ist (F. @. 8. 34): 


N . ) " D, B) ’ R D, 7 
(5.) p"D,ei+p" 234 +p”""——- 2, (mod. p‘), 
a ; D, D, 1 
und man findet auf dem soeben angegebenen Wege: 
Oo & ü -)(- D, IA. D, ) en 2,210 = 
b; p” =. p’r-1 k=0,1,... h1/" 


Wenn p=2 ist, so können die aus einer ee entspringenden Haupt- 
reste so geschrieben werden: 


D, 


' D WERT NIRGB 
» \ < 9 Da. a le 1 h h+l1 h h—1 r 2 It 
6.) 12 D, e, bez. D,. tw + 4D, 221) '(mod.2 ), 
— — z h 
(0, 3. o%,_1=) (0% == 35 o,_—Ni' >] OH4ı=)) 


worin die binären Formen denjenigen Grössen o, entsprechen, welche gleich 2 
sind (und welche immer die helationen o,_,=1, 9,,,=1lund —D,,=D,;: 
(mod. 4) im Gefolge haben), und wobei die a, in diesen binären Bu be- 
liebige ungerade Zahlen bedeuten; man erhält dann: 


yelrbl (3 + . ur 1) ui u : EM Aatt.) 


(h=1,2,...n-—1l), 

Für die Gesammtheit dieser Einheiten C, besteht eine Beziehung zur 
Determinante von f, die sich folgendermassen herleiten lässt. Man kann zu f 
immer solche äquivalente Formen g finden, weiche sowohl für die Primzahl 2 
wie für alle in der Determinante von f aufgehenden ungeraden Primzahlen 
Grundformen sind und in welchen ausserdem je zwei aufeinanderfolgende 


EN. EEREE 45 
cu BEN, 


En . 








a 
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der Zahlen 9,, >, ... 9, zu einander relativ prim sind (F. Q. 5. 83). 
Für solche Formen 9 führen die quadratischen Congruenzen: 

— 0,_”10, 941 Pan Par X, (mod. o,Y,) G=1,2,...n-1), 
welche leicht aus einem bekannten Determinantensatze zu erschliessen sind. 
zu Gleichungen: 


€ -O), ai ra eh ine = | | en ni 
. &, pr 

die &, sollen hier die Vorzeichen der Grössen g, vorstellen: und. das Produet 
dieser a—1 Gleichungen kann durch wiederholte Anwendung des quadrati- 
schen heeciprocitätsgesetzes, wenn man noch zu Hülfe nimmt, dass der 
Trägheitsindex J mit der Anzahl der Zahlen —1 in der Reihe &,, 


€, (— 1)’ 


€ 
) 


“ 


ns identisch ist, und wenn man mit j die Anzahl der in der 


D) n—]1 
Determinante von f in ungeraden Potenzen aufgehenden Primzahlen von der 
Form 4/+3 bezeichnet, in die Relation umgewandelt werden: 

(7.) IIC, = on zug 
wo das Produet über die Primzahl 2 und alle in der Determinante von f vor- 
kommenden ungeraden Primzahlen zu erstreeken ist und noch über beliebig 
viele weitere Primzahlen ausgedehnt werden kann; die eckige Klammer 
bedeutet das Symbol für grösste ganze Zahlen. 

Diese Relation verhilft uns nun zu dem noch fehlenden Nachweise, 
dass eine Einheit C, auch bei allen solchen rationalen umkehrbaren Trans- 
formationen von f in andere sanzzahlige Formen ungeändert bleibt, bei 
welchen nicht sowohl Determinante wie Generalnenner zu p relativ prim 
sind. Eine jede solche Transformation lässt sich nämlich, worauf ich sofort 
noch näher eingehen werde, darstellen als Produet aus einer ersten Trans- 
formation, in deren Determinante und Generalnenner die Primzahl p aus- 
schliesslich eingeht, und aus einer zweiten Transformation, in welcher Deter- 
minante und Generalnenner zu p relativ prim sind. Führt die ganze 'T'rans- 
formation die Form f wieder in eine ganzzahlige Form über, so muss sol- 
ches auch die erste Theiltransformation thun, weil die zweite nieht im 
Stande sein würde, einen durch die erste in f hineingebrachten Generalnenner 
wieder herauszuschaffen. Die erste 'T'heiltransformation ändert ©, nicht, 
weil sie nach dem bereits Bewiesenen nur diese Einheit allein ändern könnte, 
nun aber infolge von (7.) eine einzelne solche Einheit sieh nicht ändern 


2% 
«) 
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kann; die zweite ist auf C, sicher ebenfalls ohne Einfluss, also gilt das- 
selbe von der ganzen Transformation. 

Von der Gleichung für das Produet aller Einheiten C, lässt sich 
noch eine interessante Anwendung machen. Stellt man eine positive Zahl 
N in ihre verschiedenen Primzahlpotenzen zerlegt in der Form N = IIp‘ 
dar, so ist nach F. Q. 8. 52: 


fa, N) = fa, D). 


Bringt man diese Relation mit den Gleichungen (1.), (2.) und (7.) in Ver- 





bindung, so folgt: 
Für jeden positiven Modul N, welcher durch ed theilbar ist, und 
On—1U4n—2 
für beliebige zu ihm relativ prime Zahlen « ist: 
27rsaflz Ca ) [: 2 Pr -2J n-2|] 
1 ee — n\ nl —— B= 2 
Ye N - ( IN —)i x +} Y(—1y’4(2N”. 
z,=1,2,..N3 
9) 


Die erste Klammer auf der rechten Seite bedeutet das Legendresche Symbol. 
3jemerkenswerth ist namentlich, dass diese Summe nur von der Determinante 
4 und dem Reste von J (mod. 4) abhängt, im Uebrigen aber von den Uha- 
rakteren der Form f völlig unabhängig ist. 


Wegen des soeben herangezogenen Hülfssatzes über die Zerlegung 
beliebiger rationaler 'Transformationen in solche, deren Determinante und 
(seneralnenner nur durch Eine Primzahl aufgehen, kann auf die Auf- 
sätze von Smith „On systems of linear indeterminate equations and con- 
gruences“ *) und von Frobenius über die „Theorie der linearen Formen mit 
ganzen Üoefficienten“ **) verwiesen werden; doch sind vielleicht auch die 
folgenden Bemerkungen über jenen Satz nicht uninteressant. Es genügt offen- 
bar, wenn man die in Rede stehenden Zerlegungen für ganzzahlige 'T'ransfor- 
mationen auszuführen im Stande ist, da man einen etwa vorhandenen General- 
nenner jederzeit in angemessener Weise in Factoren zerlegen und diese dann 
unter die Theiltransformationen vertheilen kann. Jede ganzzahlige 'T'ransfor- 
mation lässt sich nun immer (und zwar auf unendlich viele Arten) darstellen 
als Produet aus einer solchen ganzzahligen Transformation, für welche alle 


) Phil. Ba: sc 151. 1861. 
= Journ. f. Math. Bd. 86. 
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Elemente, die in ihrer Determinante rechts von der Diagonale stehen, Null 
sind und die ich deshalb für einen Moment eine rechts reducirte Trans- 
formation nennen will, und einer ganzzahligen Transformation von der Deter- 
minante 1; dieses erhellt aus dem Umstande, dass man eine jede ganzzah- 
lige Determinante auf die in Frage kommende Gestalt in der Weise bringen 
kann, dass man in ihr wiederholt Verticalreihen zu einander addirt oder von 
einander subtrahirt. Das Product zweier rechts redueirter Transformationen: 


rl (=, h<M wmd | (H=0O, h<Kh) wr=12%..n 


ist nun immer wieder eine rechts redueirte Transformation: 


Ir} (r, — 0, h< k) (,k=1,2,..n), 
und zwar ist für diese: 
h m n 
h hy h—d hd „h-d u. 
= Pi, nm = Sp (« ae ) 


Umgekehrt ersieht man aus diesen Gleichungen, dass jede rechts reducirte 
Transformation in zwei andere zerlegt werden kann, sowie für die Zahlen 
r, ihrer Diagonalreihe eine Zerlegung in Zahlenpaare p;, g; von solcher 


Art vorliegt, dass ein jedes p} zu 9. @, ---. 9, relativ prim ist; denn 


, 


alsdann kann man der Reihe nach für d=1, 2, ... »n—1 alle Grössen p} 


j 
9. 


d 


als ganze Zahlen finden, indem man immer zuerst p;”“ der Congruenz 


h—d ri h-0 _ h—d 
nn... En Si 
hd — c m! J 11 d+?2 n) 
m = — — (mol. pi) (= d+1,d+2,...n) 
Un-d 
gemäss wählt und hernach 
a) 1 
r) = Pı 9-8 
ee u ‘ r (kh= d+1, d+2, ... n) 


setzt. Beispielsweise kann man für die Zahlen p; die höchsten in den 
Zahlen r; überhaupt aufgehenden Potenzen irgend einer Primzahl p nehmen, 
wodurch man auf die für uns wichtige Zerlegung kommt. 


Mit dem Nachweis der invarianten Natur der Einheiten ©, ist zu- 
gleich die Existenz der oben vermittelst dieser Einheiten definirten Zahl B 
sichergestellt, und es erübrigt nur noch zu zeigen, dass in der "That mit 
den Zahlen z, J, A, B das System derjenigen Functionen einer quadrati- 
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schen Form, welche bei allen rationalen umkehrbaren Transformationen 
der Form ungeändert bleiben, vollständig erschöpft ist. 

/u dem Ende gehe ich wieder von irgend einer ganzzahligen qua- 
dratischen Form f aus, und ich suche dieselbe rational in eine ganzzahlige 
Form mit möglichst kleiner Determinante zu transformiren. Es fragt sich, 
kann dabei ein bestimmter Primfactor p der Determinante in Wegfall 
kommen oder nicht. 

Es sei zunächst p eine ungerade Primzahl. Man bestimme irgend 
eine mit f äquivalente Grundform in Bezug auf p; aus einer solchen folgt 
für einen jeden Modul p‘ ein Hauptrest von dem unter (5.) angegebenen 
Typus; es werde eine solche Potenz p’ gewählt, welche die zu f gehörige 
Potenz p”"' überschreitet. Sowie dann in dem betreffenden Hauptreste (5.) 
einer der Exponenten ®,_, sich — 2 erweisen sollte, kann derselbe um 2 ver- 
ringert werden, dadurch dass man die zugehörige Variable dem pten Theile 
einer neuen Variable gleich setzt, bei welcher Operation alle Coeffieienten 
des Hauptrestes ganze Zahlen bleiben werden. Indem man diese Reduction 
so oft als angänglich wiederholt und am Schlusse nöthigenfalls noch eine Um- 
stellung der Variabeln vornimmt, kommt man zu einer Form mit einem Reste: 

tt mt +) (mod. p?), 
worin alle «, zu p relativ prim sind. Die Determinante dieser Form ent- 
hält genau die Potenz p” als Factor, und m ist eine Zahl zwischen O und n. 
Ob m gerade oder ungerade ausfällt, wird davon abhängen, ob die Prim- 
zahl p in der Zahl A von f nicht enthalten war (d=0) oder in ihr 


vorkam (O=1). Die Einheit C, erhält hier den Ausdruck 


8) de 


B 
\ 4 


: Kn—m+1 .. ‚On ): 
p 
Im Fallen = 2 ist daher, sowie p in A nicht vorkommt und — A quadratischer 
Rest von p ist, immer C,= 1 (nämlich sowohl für m =2 wie für m = 0). 
Die erhaltene Form kann nun unter Umständen so transformirt wer- 
den. dass an die Stelle von m eine kleinere Zahl tritt. Hat man nämlich 
eine binäre Form 
pa 0 
O0 pP: 
(ich bezeichne hier die Form durch das quadratische Schema ihrer Coef- 


(mod. p’) 


fieienten), in welcher « und 5 zu p relativ prim sind, und ist —aP qua- 
dratischer Rest von p, so kann man eine Zahl n finden, so dass «-+Pr7 
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durch p, aber nicht durch p’ aufgeht, und jene Form verwandelt sich dureh 


a > RE i 
die Substitution {'|o „| !P eine andere Form, deren Determinante genau 
die Potenz p* enthält, von der sich aber der quadratische Faetor p’ ablöst. 


PT 


den man dureh die Substitution ar beseitigen kann; es resultiri 


dann eine Form, deren Determinante überhaupt nicht durch p aufgeht und 
welche wieder eine Grundform in Bezug auf p ist. 

Ist aber in jener binären Form —e«/ quadratischer Nichtrest von p, so 
“ 222 nie rd 
fällt &+Prn' (mod. p) für alle 5  modulo p incongruenten und von Null 


Eu 


verschiedenen Quadrate 7° von Null und von « verschieden aus, und muss 
deshalb für mindestens eines dieser 7 einen anderen quadratischen Charakter 


in Bezug auf p liefern als «©. Durch die mit dem betreffenden 7 gebildete 


‘ BER Bu i Da 
Substitution Ai wird dann aus Pr 


zug auf p, die sich in einen analogen Hauptrest überführen lässt, in wel- 


0 | 2 . 
(mod. p’) eine Grundform in Be- 
pP 


chem aber die an Stelle von « tretende Zahl einen anderen quadratischen 
Charakter in Bezug auf p hat als «. Aus dieser letzten Bemerkung ersieht 
man, dass, wenn die Zahl » oben — 3 ist, man es immer so einrichten kann, 
dass unter den letzten m Zahlen «, sich zwei solche befinden, deren negativ 
genommenes Product quadratischer Rest von p ist, und welche also zu der 
vorher beschriebenen Reduetion Gelegenheit bieten. Ob dann, wenn m 
gerade und bereits auf 2 gebracht ist, jene Operation noch einmal anwend- 
bar erscheint, ob also die Primzahl p durch rationale "Transformation aus 
der Determinante ganz herausgeschafft werden kann oder aber die Deter- 
minante immer durch p’ theilbar bleiben muss, wird davon abhängen, ob 
C,=1 ist oder = —1. Man sieht demnach, dass, je nachdem die Determinante 
von f eine gerade Potenz von p enthält und C,=1 ist, oder sie eine un- 
gerade Potenz von p enthält, oder eine gerade und C,—= —1 ist, man von f 
zu einer Form g gelangen kann, deren Determinante überhaupt nicht durch 
p aufgeht, oder den Factor p enthält, oder den Factor p. Für diese Form y 
existiren dann ausser e, und Ü, keine weiteren quadratischen Charaktere in 
Bezug auf die Primzahl p. Denn alle derartigen Charaktere müssten sich, 
wie bereits oben bemerkt wurde, aus den Werthen der dieser Form zuge- 
hörigen Gaussschen Summen g(«e, p‘) erschliessen lassen; für diese gilt hier 
aber bereits von t=1 an (in dem ersten der drei unterschiedenen Fälle 
sogar von t=( an) die Formel (1.). 
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Mit der so gewonnenen Form können nun entsprechend den weiteren 
in ihrer Determinante etwa enthaltenen ungeraden Primzahlen analoge 
Operationen vorgenommen werden, und Potenzen dieser Primzahlen nach 
Möglichkeit aus der Determinante entfernt werden. (Bis man dabei zur 
Betrachtung einer bestimmten Primzahl p gekommen ist, hat man lauter 
Substitutionen angewandt, deren Determinanten zu dieser Primzahl relativ 
prim sind, und sind deshalb die auf diese Primzahl bezüglichen Potenzen 
p’"(h=1,2,...n) von f völlig unberührt geblieben.) 

Jetzt betrachte ich das Verhältniss der vorgelegten Form f zur Prim- 
zahl 2. Es werde zu f oder zu einer der späteren Formen eine äquivalente 
Grundform in Bezug auf 2 aufgesucht; aus einer solehen entspringt für 
jeden Modul 2° ein Hauptrest von dem unter (6.) angegebenen Typus, wel- 
cher aus Formen mit einer Variable und aus binären Formen 2..| B| 

ı #2 
mit ungeraden $ und « zusammengesetzt erscheint. Eine jede dieser binä- 


EB 
0 2 in eine Grundform in Be- 


zug auf 2 über, deren zugehörige Hauptreste sich noch weiter in je zwei 
Formen mit einer Variable auflösen. Man kann so zu einer Grundform 
in Bezug auf 2 gelangen, welche in Bezug auf Moduln 2° Hauptreste er- 
giebt, die in lauter Formen mit einer Variable zerfallen, und von diesen 
Hauptresten kommt man, ähnlich wie bei ungeraden Primzahlen, zu Formen 


ren Formen geht durch die Substitution | 


mit Resten: 
G, 4 + se u nt MEERE = +1 7 ai 7 0, 5) (mod. 16), 
worin alle «, ungerade sind. Hier erhält die Einheit C, den Ausdruck 
a n n o ®h —1 4 a,—i ar— 
(9 ) nel) a -)+2 1 A ( F 2 2 ) hau,2..n ) 
j @ a, i 


a ı kl... del 


n—m+1+**+* 


Um eine möglichst kleine Zahl m zu erzielen, bemerke ich zunächst, 
we 22 0 . | 
dass eine binäre Form 0 na (mod. 8), in welcher @ und ungerade und 
| 
' ’ sie Bm 
«= 9 (mod. 4) ist, durch die Substitution Pie 


dem quadratischen Factor 4 übergeht; entfernt man diesen durch die Sub- 


in eine Form mit 





4 0 ; i ö 

In 1, 80 bleibt eine Grundform in Bezug auf 2 mit ungerader 
vg 

Determinante übrig, die gleichfalls zu zerfallenden Hauptresten, aber mit un- 
geraden Coefficienten in der Diagonale Veranlassung giebt. Diese Reduction 


ist immer möglich, wenn m 3 ist, weil dann unter den m letzten Zahlen 


stitution 


nie 
N % a 


ne ba Sol abs 1 a A Zn Pr 
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ut 


co, sich immer mindestens zwei modulo 4 eongruente finden müssen. Ist man 
so in den Fällen a — 3 und, wenn m gerade ist, bis zu einem m = 2 eelangt, 
und ist diese Reduction dann zunächst nicht weiter möglich, so kann man 
aus dem Hauptreste, den man gerade vor sich hat, gewiss einen Theilrest 


ı& 0 > . r y 5 
'n 9a, (mod. 16) mit ungeraden Zahlen « und 5 herausnehmen, und ein 
|0 2£|* r 


1 0 
3 
Hauptreste ergiebt, die an Stelle der Zahl % ungerade Zahlen von anderem 
quadratischen Charakter in Bezug auf 4 als # enthalten, wodurch die be- 
schriebene Reduction noch einmal anwendbar wird. So kann man in den 


solcher geht durch die Substitution in eine Grundform über. welche 


Fällen a > 3 von f stets zu einer Form g gelangen, deren Determinante ent- 
weder ungerade ist oder den Factor 2 höchstens einmal enthält, und zwar 
zu einer solchen Form, welche auch ungerade Zahlen darstellt. 

Im Falle a=2 würde die hier benutzte Methode zur Verringerung 
2a 0 
0 2 
welchen —af = 1 (mod. 4) ist. Ist dann —o/ = 1(mod.8), so kann man 
eine Zahl n finden, so dass «+/n’ durch 8, aber nieht durch 16 auf- 


. . ar BETT Or , e 
geht, und dieser hest geht durch die Substitution „ 10 g, {a einen 


der Zahl m ihren Dienst bei einem Reste (mod. 16) versagen, für 


Rest über, von welchem sich der quadratische Factor 16 rational abtrennen 
lässt, sodass eine Form g übrig bleibt, die in einen Hauptrest mit einer 
Zahl m = 0 überzuführen ist. /n diesem Falle, also wenn — A == 1 (mod. 8), 
ist daher immer CO, = 1. 

Hat man aber -—A=5 (mod. 8), so sind die Fällem =0 und m=2 
wesentlich verschieden, und der erste ist mit ©, = 1, der zweite mit ©, = —1 


i . i i Da 0 i 
verbunden. Auch der im zweiten Falle sich ergebende Rest |, „, (mod. 16), 


—cß =5 (mod. 8) kann in eine Form g mit ungerader Determinante trans- 
1 0111 © 
1 1ıllo 2 
Abtrennung des Factors 4; diese Form ist dann aber nothwendig von der 
zweiten Art (sie stellt nur gerade Zahlen dar). 

Die Formen g, auf welche man so in jedem Falle kommt, deren 
Determinanten nicht durch 4 aufgehen, besitzen ausser den Einheiten e, ec, 
und C, keine weiteren Charaktere in Bezug anf die Primzahl 2, wie aus 
dem Umstande zu entnehmen ist, dass für sie die Gaussschen Summen g(e, 2), 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 1. 4 


formirt werden, nämlich durch die Substitution und nachherige 
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soweit dieselben für ein £>0 sich noch nicht der Formel (2.) anpassen, 
einfach Null sind. | 

Fassen wir alle diese kesultate zusammen, so ist in der That ge- 
zeigt, dass jede vorgelegte Form f rational in eine Form eines durch ihre 
Zahlen A und B völlig bestimmten Geschlechts von der zu diesen Zahlen 
gehörigen Determinante ABB (B bedeutet den Quotienten aus B und dem 
grössten Divisor von A und B) transformirt werden kann, und zwar, mit 
Ausnahme des Falles »=2, —A=5 (mod.8), &=-—1, in eine Form 
der ersten Art. 

Wenn 2» >2 ist, kann unter Umständen noch ein zweites Geschlecht 
von der Determinante ABB und mit denselben Invarianten J, A, B vor- 
handen sein, nämlich wenn diese Determinante und diese Invarianten ganz- 
zahligen, uneigentlich primitiven Formen angehören können; die Hauptreste 
dieses Geschlechts in Bezug auf Moduln 2° müssten dann aus lauter Formen 
2a B 

3 2y 
veradem @ zusammengesetzt sein, was zu den Bedingungen „=0, A= 
(mod. 2), e=1, ,=C, oder r=1, A=0 (mod. 2), =, führen würde. 
Haben diese Beziehungen statt, so existirt jenes zweite Geschlecht wirklich, 


mit ungeraden @ und 9 und eventuell noch einer Form 205° mit un- 


und wählt man dann, was für » > 2 immer möglich ist, einen jener Haupt- 
reste so, dass die Zahl y in irgend einem seiner binären Theilreste durch 2, 
aber nicht durch 4 aufgeht, so kommt man durch eine mit den Variabein 


. ry\ . . 2 0) . y 
dieses 'Theilrestes vorgenommene Transformation |, „| auf eine Form des 
er 


ersten, eigentlich primitiven Geschlechts zurück. 
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Bemerkung zu dem Aufsatze: Untersuchung der 
Eigenschaften einer Gattung von unendlichen Reihen. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


In dem sechsten Artikel der angeführten Abhandlung habe ich aus der 
Theorie der Kreistheilung eine Eintheilung der sämmtlichen Zahlen in Klassen 
abgeleitet, deren Begründung ich gegenwärtig in einer Hinsicht ergänzen und 
zu der ich einen Satz hinzufügen möchte. Es bedeute % eine beliebige zu- 
sammengesetzte Zahl, welehe mit Hülfe der in derselben enthaltenen differen- 
ten ungeraden Primzahlen p, p', ... als das Produet 2’p°p'... dargestellt sein 
möge. Alsdann wird bei der Theilung des Kreises in k Theile vorausgesetzt, 
dass die T'heilung des Kreises in 2°’ Theile (falls 4 nieht gleich Null ist), 
ferner in (p—1)p?”", (p—1V)p*”, ... Theile vollzogen sei, und es hängt die 


Lösung der gestellten Aufgabe ausserdem davon ab, einen gegebenen Winkel 


1 —] 


o—1 


‚ (p-Dp, (P-N)p" 


wie Gauss in dem letzten Artikel der Disqu. ar. erwähnt hat, von der Auf- 


in die Anzahl von 2° ‚... Theile zu theilen, oder, 
lösung einer Gleichung, deren Grad gleich dem Produet der genannten Zah- 
len, d.h. der Eulerschen Funetion g(k) ist. Bezeichnet man mit zy(h) = Kk" 
das Produet der verschiedenen in % enthaltenen Primzahlen, so lässt sich die 
Theilung des Kreises in k Theile auch so auffassen, dass zuerst die 'T’hei- 
lung in 4° Theile vollendet angenommen, und hierauf jeder der erhaltenen 
ur 
kÜ) 

bei diesem Verfahren zu lösenden Gleichung mit dem Grade verglichen 


Theile in [heile getheilt wird, und es zeigt sich, sobald der Grad der 

wird, welcher dem zuerst angedeuteten Verfahren entspricht, dass dieselben 

einander gleich sind. Es liefert also die algebraische Behandlung der Kreis- 

theilung erst dann eine Reduction des Grades der zu lösenden Gleichung, 

wenn die Theilung des Kreises in 4" Theile verlangt wird. Hierbei wird 

vorausgesetzt, dass die Theilung in p—1, p—1, ... Theile bekannt sei, und 
4* 
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die Reduetion besteht in dem Herabdrücken der vorliegenden Gleichung 
auf den Grad (Ak) = k®. Will man die als bekannt angenommenen Thei- 
lungen des Kreises in p—1, p—1l, .... Theile in eine einzige zusammen- 
fassen, so ist die entsprechende Theilungszahl nicht, wie in dem früheren 
Aufsatze gesagt worden, gleich dem Product (p—-1)(p—1)-- = y(k)) = k), 
sondern gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der betreffenden 
Zahlen w(k®) = kl). Diese Theilung kann jetzt in der früheren Weise 
behandelt werden, und es ist dann das Produet der verschiedenen in Ak{) 
enthaltenen Primzahlen 4(4%) die neue T'heilungszahl, für welche durch 
die algebraische Behandlung eine Reduction des Grades der zu lösenden 
Gleichung herbeigeführt wird. Weil aber w(k“’) = k,) alle diejenigen und 
nur diejenigen Primfactoren enthält, die auch in p(kV)) = k” vorkommen, 
so muss x(AY) =x(A) sein, und deshalb darf jeder der beiden Ausdrücke 
mit demselben Zeichen 4“ bezeichnet werden. Es macht deshalb für die 
eihe der nach einander zu bildenden Zahlen 


> (1) (3) 
h, KO, KO, 


keinen Unterschied, ob in regelmässig abwechselnder Folge die beiden 

Charakteristiken (x) und w(y) oder die Charakteristiken z(z) und g(y) 

angewendet werden, wie in der früheren Arbeit geschehen ist. Wie dort 

nachgewiesen, muss die betreffende Keihe von Zahlen mit einem Gliede 
a 5 - 


schliessen, und dann gehört die Theilungszahl #, von der ausgegangen wurde, 
zur vten Klasse. Indem man von den Producten kV, k9, ... kKUm=2 
das letzte nicht mitrechnet, zeigt die Zahl » das Vorhandensein von (v—1) 
Gruppen differenter Primzahlen an, welche bei der Theilung des Kreises 
in k Theile nach einander so auftreten, dass durch die algebraische Be- 
handlung eine Reduction des Grades der betreffenden Gleichung hervor- 
gerufen wird. 

Am Schlusse des Aufsatzes ist neben mehreren die Eintheilung der 
Primzahlen in Klassen betreffenden Fragen auch die Frage hervorgehoben, 
ob die Anzahl der Klassen endlich oder unendlich sei. Es lässt sich aber 
dureh eine einfache Betrachtung beweisen, dass die Anzahl unendlich ist. 
Bildet man für irgend eine Primzahl einer bestimmten vten Klasse, p,, die 
arithmetische Reihe ip,-+1, bei der £ die Reihe der positiven ganzen Zahlen 
durchläuft, so enthält die erstere nach dem von Dirichlet bewiesenen Matze 
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unendlich viele Primzahlen. Für jede beliebige von diesen, g, ist g—1l=tp,. 
Weil nun nach dem früher entwickelten Grundsatz die Primzahl q zu einer 
Klasse »' gehört, die um eine Einheit höher ist als die höchste Klasse der 
in dem Product ip, vertretenen Primzahlen, so muss v’ mindestens 


gleich 
v+1 sein. Es folgt also aus dem Vorhandensein einer Primzahl der vten 
Klasse nothwendig die Existenz einer Primzahl einer höheren Klasse, und 


deshalb kann die Anzahl der Klassen nieht beschränkt sein. 


















Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenen- 
büschel und collinearer Bündel oder Räume. IL*). 
(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Im ersten Theile dieser Arbeit konnten wir uns auf die in der 
Ueberschrift bezeichneten Mannigfaltigkeiten beschränken. Indem wir aber 
nun den mehr als dreifach unendlichen linearen Mannigfaltigkeiten projectiver 
(rundgebilde uns zuwenden, sehen wir uns veranlasst, auch von Mannigfaltig- 
keiten vierter und höherer Stufe Büschel, Bündel, Gebüsche u. s. w. zu bilden. 
So werden uns alsbald gewisse Mannigfaltigkeiten |e,| von x* Ebenen be- 
gegnen, welche die Ebenen des Raumes i. A. je »'-mal enthalten. Wir 
werden dieselben collinear auf einander beziehen und sodann zu Büscheln 
l&;,|, Bündeln |e,,|, Gebüschen |e,,| u. s. w. vereinigen. 

Wir müssen uns darauf beschränken, in unser reiches Forschungs- 
sebiet weiter einzudringen und die reifsten Früchte darin aufzulesen. Eine 
Bewältigung des in übergrosser Fülle sich darbietenden Stoffes beabsichtigen 
wir nicht. Um Wiederholungen zu vermeiden, seien einige allgemeine Eigen- 
schaften der linearen Mannigfaltigkeiten hier ein für alle Mal hervorgehoben. 

35. Eine lineare Mannigfaltigkeit »ter Stufe |M,| enthält &” Grund- 
cebilde oder „Elemente“ und ist durch beliebige +1 derselben i. A. völlig 





M;|, welche durch i+1 
M, 
M,„_,! mit einem 


bestimmt; sie enthält jede lineare Mannigfaltigkeit 
jener Elemente bestimmt ist. Verbindet man beliebige » Elemente von 

IM,„_,] und sodann die x””"" Elemente dieser 
beliebigen (a-+1)ten Elemente von |M,| durch &””' lineare Mannigfaltigkeiten 





durch eine 








IM,|, so enthalten diese |M,| zusammen alle &” Elemente von |M,|. Eine 
IM„_,| und eine |[M,| von |M,| haben demnach allemal ein und i. A. nur ein 





Element mit einander gemein. 
Zwei 





M,„_,| von |M,| durchdringen sich, wie hieraus leicht sich er- 
giebt, in einer |M,_.|, und ö lineare Mannigfaltigkeiten |M,_,| von |M,„| haben 


*) Fortsetzung von Bd. 104 S. 211—240 dieses Journals. 








jleirens und Schneidens, in den Math. Annalen Bd. 19 S. 161 (1881). 
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j. A. eine |M,_,| gemein, wenn ö<{n, dagegen ein einziges Element, wenn 
;=nist. Eine |M,_,| und eine 
M.-- 
ist. Setzen wir i, k statt n—i, n—k, so folgt hieraus der Satz *): 
Eine |M;| und eine |M,| der linearen Mannigfaltigkeit |M,| haben 
1. A. eine |M,,._, 
Element, wenn i+k=n ist. 
Tritt eine Ausnahme ein, so haben 





M„-,| von |M,| haben deshalb i. A. eine 





gemein, wenn öi+k<Zn, und ein einziges Element, wenn ö+k=n 














gemein, wenn i+k>n, dagegen ein einziges 





M;| und |M,| eine lineare Mannigfaltigkeit 


von mehr als ö+A—n Dimensionen gemein. 
tl )In—i 


36. In der linearen Mannigfaltigkeit |M,| ' lineare 





giebt es x“ 





Mannigfaltigkeiten |M;| für i<n, also 
oo" IM, |, ac? ®IM;|, st -3) 


Denn !M,| enthält xU*'” Gruppen von je ö+1 Elementen, welche je eine 


M;|;, ..., "IM,_l. 


1) 





dieser 





M;! bestimmen; jede |M;| von |M,| ist aber nicht bloss durch eine, 
sondern durch »c“*"" jener Gruppen bestimmt, die in |!M;! enthalten sind. 





In |M,| gehen &"=@-9 ]Jineare Mannigfaltigkeiten |M,| durch eine 
beliebige |M,| von |M,|, wenn »>%k>>! ist. Denn verbindet man von 














n-+1 Elementen, welche |M,| bestimmen, irgend /+1 durch eine |M,| und 
die übrigen durch eine 





M,_,_.|, so hat letztere mit jeder durch |M,| gehen- 


oejebt es 


bee) 


den 





M,| von |M,| eine |M,_,,| gemein (35.); in |M,_,_,| aber 
„94-09 Mannigfaltigkeiten |M, ‚_,|, und jede derselben kann, da sie dureh 
k—I ihrer Elemente bestimmt ist, mit |M,; durch eine |M,| verbunden werden. 

“ine |M,| und eine |M,| von |M,| können, wenn k+1<n ist, 1. A. 
durch eine |M,,.,.| verbunden werden; letztere ist in |M,| enthalten und ver- 


bindet +1 und /-+1 Elemente, durch welche 





M,| und |M,| bestimmt sind. 


7 

Die lineare Mannigfaltigkeit |u,| von 00% projectiven Ebenenbüscheln und der je, |-Büschel |e;,., '. 
37. Eine lineare Manmnigfaltigkeit |w,| von &* projeetiven Ebenen- 
büscheln ist durch je fünf ihrer Büschel bestimmt, die in keinem linearen 
6 


Complexe liegen; ihre »* Büschel bilden & 
Congruenzen || und x* lineare Complexe |«,| (36.). Beliebige 2, 3 oder 


Schaaren ||, &” lineare 


*) Dieser Satz findet sich schon bei Grassmann, lineale Ausdehnungslehre von 1844, 
$ 126 und Ausdehnungslehre 1562 S. 14 $ 26. Wegen der obigen Sätze vergleiche man 
meine Untersuchungen über lineare Systeme und Gewebe algebraischer Flächen in diesem 
Journal Bd. 82 S. 9—13 (1876), sowie die Einleitung von Veronese, Princip des Pro- 

























32 Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 


4 dieser Complexe haben i. A. eine lineare Congruenz, eine Schaar resp. 
einen Büschel gemein (35.); eine lineare Congruenz |w,| von |w,| hat mit 
einer beliebigen anderen i. A. einen Büschel, mit &inem linearen Complexe 
'a,! von |z,| aber eine Büschelschaar gemein. 

Die Mannigfaltigkeit |a,| ruht auf einem „Büschel“ |e,,| von x! col- 
linearen Mannigfaltigkeiten |[&|, j&lı, l&l, ..., die aus je »o* homologen 
Ebenen der projeetiven Büschel von |z,| bestehen und auf |w,| projectiv be- 
zogen sind. Die homologen Ebenen dieser collinearen Mannigfaltigkeiten 
bilden die ©* Büschel von |w,|, und die homologen Büschel, Bündel und 
Räume derselben entsprechen den Schaaren, linearen Congruenzen resp. 
linearen Complexen von |z,| und bilden die auf letztere sich stützenden 
Schaaren, Bündelreihen resp. Raumbüschel. Der |[&,|-Büschel |z,,| ist durch 
je zwei seiner collinearen Mannigfaltigkeiten bestimmt. 

38. Die * linearen Complexe || von |w,| haben zu zweien eine 
lineare Congruenz |w,| gemein; die zugehörigen quadratischen Strahlencom- 
plexe ihrer Axen, /' und 7‘, durchdringen sich demgemäss in der Sehnen- 
congruenz der kubischen Ordnungscurve c’ von |w|. Nun schneiden sich 
aber zwei eoncentrische Complexkegel von 7' und 7‘, i. A. in vier Strahlen, 
worunter nur eine Sehne von c’, und zwei in einer Ebene liegende 
Complexkegelschnitte von 7’ und 7), haben i. A. vier Tangenten gemein, 
worunter nur drei Sehnen von ce’ sich befinden. Die Complexe 7’ und 7‘, 
haben demnach ausser den Sehnen von c’ noch eine Strahlencongruenz |d;| 
dritter Ordnung erster Klasse gemein; jeder Strahl d dieser Congruenz aber 
ist Axe einer singulären Büschelschaar von |w,| (vgl. 3.) und möge eine 
„Doppelaxe“ von |w,| und |e,,| heissen. 

39. Jede Ebene y, welche zwei dieser Doppelaxen d verbindet, 
enthält deren unendlich viele, und zwar umhüllen dieselben in y einen ge- 
meinsamen Kegelschnitt der Complexe /’ und 7‘, (38). Von der Strahlen- 
congruenz |d,| ist also y eine „singuläre Ebene“. Die singulären Ebenen 
von |d,| bilden einen kubischen Ebenenbüschel y’; denn durch einen be- 
liebigen Punkt gehen i. A. drei (38.), und jede-von ihnen hat mit den übrigen 
die Tangenten d eines Kegelschnittes gemein. Wir nennen y’ den „Haupt- 
büschel‘‘ von |w,| und |e,,|; aus seinen „Axen“, d.h. aus den »” Schnitt- 
linien seiner Ebenen besteht die Congruenz |d,| der Doppelaxen von |«,|. 

Die &* Haupttetraeder der linearen Complexe |w,| von |u,| haben je 
sechs Doppelaxen von |w,| zu Kanten (12.) und folglich vier Ebenen von 
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y' zu Flächen. Sie sind alle dem kubischen Hauptbüschel y’ eingeschrieben 
und werden von seinen x” Ebenenquadrupeln gebildet. Die zugehörigen 
oc* tetraedralen Complexe I’ gehen alle durch die Axeneongruenz |d,| von 
y’ (37.,38.). Zwei windschiefe Axen d, d’ von y’ sind allemal Gegenkanten 
eines der &* Haupttetraeder; der betreffende lineare Complex verbindet die 
beiden singulären Büschelschaaren d, d’ von |a,). 

In den Ebenen von y’ fallen je x! homologe Ebenen der &' Mannig- 
faltigkeiten |e,| von |e,, 





zusammen, und auf jede von ihnen redueirt sich 
demnach (37.) ein Büschel von |w,). Denn jedes dem Hauptbüschel y’ ein- 
geschriebene Haupttetraeder besteht (11.) aus entsprechend gemeinschaft- 


lichen Ebenen homologer Räume jener |e,.. Jede Axe von y’ ist von 


homologen Ebenenbüscheln der |e,| sowie von einer singulären Schaar von |a, 


die Axe; die beiden Doppelebenen dieser Schaar aber liegen in y’ (vgl. 3.). 


40. Zu den ®* Axen der allgemeinen Büschelmannigtaltiekeit |x,| 


+ | 


gehören alle Geraden des Raumes. Die Büschel von |z,|, deren Axen dureh 





einen Punkt D gehen, bilden eine specielle Congruenz (6b.) und erzeugen 
zu zweien »° Kegel zweiter Ordnung, welche in drei Doppelaxen d sich 
schneiden. Auf dieser Congruenz ruht eine Reihe collinearer Bündel D, welche 
die drei Strahlen d und deren drei Verbindungsebenen y entsprechend gemein 
haben (65.) und in den &' Mamnigfaltigkeiten von |e,,| einander entsprechen. 

Die projeetive Beziehung der ©’ Büschel dieser Congruenz D ist be- 
stimmt, sobald die drei Doppelaxen d gegeben sind; denn in jeder der drei 
d schneiden sich homologe Ebenen der x’ Büschel. Die projeetive Be- 
ziehung der * Büschel von |«,| und überhaupt die sich stützenden Mannig- 
faltigkeiten |a,| und |e,,) sind demnach durch den kubischen Hauptbüschel 
y’ und dessen Axencongruenz |d,| völlig bestimmt, wie leicht einzusehen 
ist. Wie y’, so hängen auch |w,| und |e,,| von zwölf Parametern ab. Be- 
stimmt man |z,| durch fünf projeetive Ebenenbüschei, deren Axen gegeben 
sind, so erhält man dieselbe Anzahl zwölf der Parameter (1.). 

Zwei Büschel der Congruenz D, deren Axen mit einer der drei 
Doppelaxen d in einer Ebene p liegen, sind perspeetiv und erzeugen einen 
Strahlenbüschel in der Ebene y der übrigen beiden d, und umgekehrt. Zu- 
gleich bestimmen sie eine Schaar perspectiver Büschel (3.), von welcher 
ein Büschel auf y sich redueirt. So ergiebt sich wiederum (vgl. 39.), dass 
auf jede Ebene 7 des Hauptbüschels 7° ein singulärer Büschel von |z,| sich 
redueirt; die Axe desselben ist eine beliebige Gerade von y. 

Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 1. 
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41. Zu dem kubischen Hauptbüschel y° stehen die «® kubischen 
Ördnungseurven ce’ der Congruenzen |w| von |w,| in der Hurwitzschen Be- 
ziehung *), d. h. sie sind je »' Tetraedern umschrieben, deren Flächen in 
y’ liegen, und haben demgemäss je x' Axen von y’ zu Sehnen. Diese Te- 
traeder sind die Haupttetraeder der oo! linearen Complexe || von |w,|, 
welche durch die betreffende Congruenz |,| gehen (36.). Die »® Ordnungs- 
flächen F’ der Büschelschaaren von |a,| sind je x” Teetraedern von y’ um- 
schrieben und enthalten je ° Ordnungseurven ec’. Von den oc* Haupt- 
tetraedern der linearen Complexe |w,| von |a,| sind beliebige zwei allemal 
einer kubischen Ordnungseurve ec’ und beliebige drei einer Ordnungsfläche 
F' zweiter Ordnung eingeschrieben, weil zwei resp. drei jener |w,| allemal 
eine %, resp. ja, gemein haben (37.). Als Erzeugnisse projectiver Ebenen- 
büschel sind die kubischen Ordnungseurven ce’ selbst projectiv; beliebige 
zwei von ihnen liegen allemal zu einem Büschel von |«,| perspectiv (37.). 

42. Jede Mannigfaltigkeit |e,| von j&,,| besteht aus »* homologen 
Ebenen der Büschel von |, und enthält die Ebenen des Raumes i. A. je 
x'-mal. Die 0° Büschel von 'w,|, welchen in &| eine beliebige Ebene 
entspricht, sind perspeetiv (3.) und erzeugen einen Strahlenbüschel in einer 
dem Hauptbüschel 7° angehörigen Ebene y (40.). Sie senden in jede andere 
Mannigfaltigkeit '&,, von &,) einen Büschel von Ebenen (3.), welche alle 
der Ebene p von 'e,| entsprechen und in einer Geraden f, von y sich schnei- 
den. Ihre Axen bilden in g einen Strahlenbüschel D, welcher (40.) eine 
Axe von y’ enthält. Dreht sich x um eine ihrer Geraden g, so beschreibt 
die Schaar perspectiver Büschel eine lineare Congruenz von x” Büscheln, 
denen die Ebenen von g in |&| entsprechen. Die Ordnungscurve dieser 
speeiellen Congruenz zerfällt in g und einen in y liegenden Kegelsehnitt 
(6.), ihre o©' Schaaren perspeetiver Büschel erzeugen in y je einen Strahlen- 
büschel, welcher den Kegelschnitt aus einem seiner Punkte projieirt, und 
die Ebene y ändert demnach ihre Lage nicht bei der Drehung von g. Zwei 
Biischel von 'w, , denen in e, eine und dieselbe Ebene, gleichgültig welche, 
entspricht, erzeugen allemal einen in y liegenden Strahlenbüschel. 

Jeder Manmnigfaltigkeit |&,| von |&,,| entspricht auf diese Weise eine 
Ebene y von y’, und \&,, ist eindeutig auf den Hauptbüschel 7’ bezogen. 
Einer Ebene 9 von je, entsprechen in einer beliebigen anderen Mannig- 


*) Hurwitz in den Math. Annalen 20 8.135; vgl. Frz. Meyer, Apolarität und ra- 
tionale Curven, Tübingen 1885, S. 210. 
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faltigkeit |e,|, von &,,, die Ebenen einer Geraden f, von y; der Ebene y 
von |&,, entsprechen sonach in je, alle Ebenen des Raumes. 

42a. Den beiden Mannigfaltigkeiten ', und &,, von '&,, mögen 
die resp. Ebenen y und y, von y’ entsprechen, und es seien Q, 9, zwei 
homologe Ebenen von |e,| und je, ,, weiche y, und y bezw. in den Geraden 
f und f, schneiden. Dann entspricht (42.) die Ebene p von |&,, allen dureh 
fı gehenden Ebenen von |&,|,, und jede dieser Ebenen entspricht ebenso 
allen durch f gehenden Ebenen von '&,. Wenn nun p und g, zwei homo- 
loge collineare Bündel in |e, und '&,|, beschreiben, so durchlaufen f und fı 
in resp. y, und y zwei collineare Felder; in &, und '&, aber entsprechen 
einander je zwei Ebenen, welche durch irgend zwei homologe Gerade dieser 
Felder gehen. 

Die Collineation der beiden Mannigfaltigkeiten |&, und &,, ist damit 
auf diejenige der ebenen Felder y, und 7 zurückgeführt; homologe Ebenen 
von \&, und &,, gehen allemal durch homologe Gerade von resp. y, und 
y. Da & und |&, die Ebenen des Hauptbüschels y’ entsprechend gemein 
haben (39.), so enthalten diese Ebenen je zwei homologe Gerade von 7, 
und Y; ihre Schnittlinien, die Strahlen der Congruenz 'd, , verbinden folg- 
lich je zwei homologe Punkte von y, und y, und d, wird zugleich mit y’ 
erzeugt durch die collinearen Felder y,, 7. 

42b. Verbindet man eine beliebige Gerade #, welche mit y und y, 
die resp. Punkte P, und @ gemein hat, mit den entsprechenden Punkten 
P und Q, von resp. y, und y, so erhält man zwei durch # gehende homo- 
loge Ebenen p und 9, von |& und i&,,. Denn diese Ebenen gehen durch 
die homologen Geraden PQ und P,Q, der collinearen Felder y, und y. In 
jeder nicht in |d, enthaltenen Geraden # schneiden sich also zwei und nur 
zwei homologe Ebenen von |& und |&,... 

Die »o' collinearen Felder y, y,. 7, ..., welehe den »' Mannig- 
faltigkeiten |&, , j& 1, |&l, ... von j&,, entsprechen und paarweise den Haupt- 
büschel y° sowie die Congruenz |d,) erzeugen, bilden eine lineare Mannig- 
faltigkeit 'y, |; durch sie sind ‚| und &,, völlig bestimmt. Senden € 
'&ylıy |&, -.. Im irgend einen Büschel « von u, die resp. Ebenen %, g,, 
P2, +.., 8o entsprechen den Schnittlinien von mit @,, 9, ... diejenigen 
von p mit resp. Yı, Y2, »-.. Die Ebene y, enthält folglich denjenigen 
Strahl von |d,|, dessen Schnittpunkt mit y,; auf der Axe des Büschels 
liegt, und ist leicht construirbar, wenn diese Axe gegeben ist. 
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42c. Die x’ Büschel von |w,, denen in je, die Ebenen eines Punk- 
tes P entsprechen, bilden einen durch vier von ihnen bestimmten linearen 
Complex |a,. Derselbe hat P zum Hauptpunkte (11.) und x zur gegen- 
überliegenden Hauptebene. Da die Axen von #,| einen quadratischen Strah- 
leneomplex bilden, so umhüllen die in einer Ebene p gelegenen Axen von 
4; 1. A. einen Kegelschnitt ce’; die zugehörigen Ebenen von |&, umhüllen 
demnach i. A. einen Kegel P(e’). Den Büscheln von w,, deren Axen in 
einer Ebene liegen, entsprechen folglich in '&, die Berührungsebenen 
einer Fläche 2° zweiter Klasse; dieselbe sendet durch einen beliebigen 
Punkt P i. A. einen Tangentialkegel P(e’) zweiter Klasse, ist dem kubi- 
schen Hauptbüschel 7° eingeschrieben (40.) und berührt in dem Mittel- 
punkte des oben (42.) erwähnten Strahlenbüschels D. 

43. Die Mannigfaltigkeit |a,| ist eine specielle, von 11 Parametern 
abhängende, wenn beliebige fünf und damit alle Büschel derselben durch 
einen Punkt K homologe Ebenen schieken. In diesem Falle ist K ein 
Hauptpunkt aller linearen Complexe von a, ; durch K gehen (11.) von u, 
die &” kubisechen Ordnungseurven ec’, die x" Ordnungsflächen F? und die 
x’ Axen der Büschel eines speciellen linearen Complexes; eine der Mannig- 
faltirkeiten &, von &,, redueirt sich auf den Bündel X und enthält dessen 
Ebenen je »"-mal. Die linearen Complexe von a, senden i. A. je drei 
Hauptebenen durch X, und der kubische Hauptbüschel y° zerfällt demgemäss 
in einen Büschel zweiter und einen erster Ordnung, die eine Ebene 7, ge- 
mein haben (vgl. 6.) und von denen der erstere K zum Mittelpunkt hat. 
Die vierten, K gegenüber liegenden Hauptebenen bilden den Büschel erster 
Ordnung, schneiden sich also in einer Geraden k von y,; die »' Mamnig- 
faltigkeiten von |&,,| haben jede durch % gehende Ebene entsprechend ge- 
mein (39.). Die Doppelaxen von |, bilden den Strahlenbündel X und eine 
Uongruenz |d,| zweiter Ordnung erster Klasse, von welcher k ein Leit- 
strahl ist. 

Die durch K gehenden Hauptebenentripel der linearen Complexe von 
a, bilden den Büschel zweiter Ordnung, umhülten also einen Kegel zweiter 
Klasse; ihre Schnittlinien aber bilden die Ordnungsstrahlen - Tripel der 
linearen Congruenzen jenes speciellen linearen Complexes K von w,. Ein 
früherer Satz (135.) über die x? Strahlentripel eines Complexes u; , dessen 
Axen alle durch einen Punkt gehen, ist damit bewiesen. 

Der vorliegende Speecialfall tritt ein, wenn drei keiner Schaar ange- 

















Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 


hörende Büschel von u, eine Ebene Öd entsprechend gemein haben, wenn 
also irgend eine Mannigfaltigkeit von &,, diese Ebene »x'-mal enthält. 
Denn |a,| ist durch jene drei und zwei andere Büschel bestimmt; von diesen 
fünf projeetiven Büscheln aber gehen fünf homologe Ebenen durch einen 
Punkt von d. 

43a. Die Mannigfaltigkeit w,| ist eine specielle, von nur 10 Para- 
metern abhängige, wenn sie eine Congruenz «, coaxlaler Büschel enthält. 
Die Axe a von w, ist alsdann gemeinsame Kante der Haupttetraeder aller 
linearen Uomplexe von a, , weil diese mit , je eine singuläre Schaar 
gemein haben. Durch drei Büschel von «, und irgend zwei andere ihrer 
projeetiven Büschel ist v, bestimmt; die von letzteren erzeugte Ordnungs- 
fläche F? aber hat mit der Axe a zwei Punkte K,, K, gemein, in denen 
homologe Ebenen der fünf und folglich aller Büschel von |w, sich schneiden. 
Die x* linearen Complexe von a, haben K, und X, zu Hauptpunkten. 
und alle Ordnungsflächen F® und Ordnungscurven e’ gehen dureh K, und K.. 
Der Hauptbüschel y’ aber zerfällt in den Ebenenbüschel «a und zwei andere 
Büschel erster Ordnung, deren windschiefe Axen @,, a, durch resp. K,, K, 
cehen; und zwar schneiden sich in a, resp. a, die den Hauptpunkten K 
resp. K, gegenüber liegenden Flächen der »* Haupttetraeder (43.). Die 
Doppelaxen von 'a, bilden, abgesehen von den Strahlenbündein X,, KG, eine 
lineare Strahleneongruenz, welche a, und a, zu Leitgeraden hat. 

So oft zwei Mannigfaltigkeiten von &,, in Ebenenbündel K,. K, aus- 
arten, oder in zwei Punkten X,, K, homologe Ebenen der Bündel von «, 
sich schneiden, tritt dieser Speeialfall ein. 

43b. Die Mannigfaltigkeit «, ist eine specielle, von sieben Para- 
metern abhängende, wenn ihre x* Büschel durch eine Gerade g homologe 
Ebenen senden. Die Axen der Büschel schneiden dann alle die Gerade g, 
und jede mit g incidente Gerade ist eine Doppelaxe von |a,; von '&,, aber 
redueirt sich eine Mannigfaltigkeit |e,| auf den Ebenenbüschel g. 

Die «° Büschel von 'w, , deren Axen in einer beliebigen Ebene y 
von g liegen, bilden einen speciellen Complex u, ; sie schieken durch einen 
gewissen Punkt C homologe Ebenen, und auf p sowie auf jede Ebene von 
C redueirt sich einer von ihnen (13e.). Die Ordnungseurve ec’ jeder linearen 
Congruenz |, von |w, zerfällt in g und einen Kegelschnitt (6.); die Ebene 
des letzteren aber geht durch C, da sie erzeugt wird durch die &' gemein- 


J 


samen Büschel von «| und #,, deren Axen in y liegen. 
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Ueberhaupt zerfallen die &° kubischen Ordnungseurven c’ von |w, 
in g und je einen Kegelschnitt, dessen Ebene durch € geht. Die beiden 
Hauptpunkte eines beliebigen linearen Complexes von |w,| liegen folglich 
mit C in einer Geraden (vgl. 13.). — Einen speciellen Complex bilden die 
»c’ Biischel von |w,|, deren Axen durch einen Punkt D von g gehen; von 
ihnen redueiren sich »' auf die Ebenen der beiden Geraden g und DC 
(vgl. 135.) Die Gerade g ist Axe einer singulären Congruenz von |%,. Die 
x” Büschel von |a,|, welche irgend eine Ebene p von g, gleichgültig welche, 
entsprechend gemein haben, schicken nach dem ausgezeichneten Punkte C 
homologe Ebenen. Der Hauptbüschel y’ von |w,| endlich artet aus in den 
Ebenenbiischel g und den Bündel C. 

43c. Die Mannigfaltigkeit |w,| ist eine specielle, von nur fünf Para- 
metern abhängige, wenn die Axen ihrer oo* Büschel alle durch einen Punkt 
D gehen. Jeder Strahl von D ist in diesem Falle die Axe einer singulären 
Congruenz |#,) von j,,; jede Mannigfaltigkeit je, von |&,,| redueirt sich auf 
einen Bündel D und enthält dessen Ebenen x’-mal. Die »o* linearen Com- 
plexe |a,' von |w,) enthalten je x! auf Ebenen redueirte Büschel; die Orte 
dieser Ebenen sind die Hauptkegel zweiter Klasse der ja, (135... Nun 
haben aber beliebige zwei jener Complexe eine lineare Congruenz |a,| ge- 
mein, deren Ordnungsstrahlen ein den zugehörigen beiden Hauptkegeln um- 
schriebenes Dreikant bilden (135.); und auf die vierte gemeinschaftliche 
Berührungsebene d der beiden Hauptkegel redueiren sich zwei verschiedene 
Büschel der beiden Complexe, und folglich alle Büschel einer Schaar von 
'u,. Weil aber die Schaar mit den linearen Complexen von ja, je. einen 
Büschel gemein hat, so berührt diese „Doppelebene“ Öd die »* Hauptkegel 
aller linearen Complexe von |a,|. Die Mannigfaltigkeiten |&,| haben die 
Doppelebene x'-mal entsprechend gemein, weil &' Büschel von |w,| in 
diese Ebene ausarten. 

43d. Die Mannigfaltigkeit |, hängt nur von den vier Parametern 
einer Geraden » ab, wenn die homologen Ebenen ihrer &* Büschel in je 
einem Punkte von ve sich schneiden. Da jede Büschelschaar dieser |u,| einen 
jüschel mit der Axe » enthält, so ist o die Axe eines singulären linearen 
Complexes || von |w,|. Ueberhaupt enthält |w,| jeden Büschel, welcher e 
zur Axe hat. Die Mannigfaltigkeiten |e,| von |&,,| redueiren sich alle auf 
Ebenenbündel, deren Mittelpunkte auf der Geraden » liegen. 
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$ 8. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |u,;| von 00° projecetiven Ebenenbüscheln und der jr, -Büschel |#;,, |. 

44. Eine lineare Mannigfaltigkeit |w,| von oo’ projeetiven Ebenen- 
büscheln ist durch beliebige sechs ihrer Büschel bestimmt (35.) und enthält 
00° Schaaren |, |, ©” lineare Congruenzen |w,|, &* lineare Complexe w,, und 
oc lineare Mannigfaltigkeiten w, (36... Ihre »’ Manmnigfaltiskeiten '«, 
haben zu zweien, dreien, vieren oder fünfen i. A. einen linearen Complex, 
| eine lineare Congruenz, eine Büschelschaar resp. einen Büschel gemein 
4 (35.); mit einer linearen Congruenz |w, von ia, haben sie i. A. je eine 
Büschelschaar gemein (33.). 

Die Mamnigfaltigkeit |, ruht auf einem „Büschel“ von &' collinearen 
Mannigfaltigkeiten |&,|, |&|,, &', ..., die aus je ©° homologen Ebenen der 
Büschel von u, bestehen und die Ebenen des Raumes je »’-mal enthalten. 
Dieser Büschel 'e,,' ist durch je zwei seiner eollinearen Mannigfaltigkeiten 
bestimmt; die homologen Ebenen der letzteren bilden die ©’ Büschel von |, . 

45. Die x linearen Mannigfaltigkeiten v, von «, enthalten je 
>»°° singuläre Büschelschaaren, in deren Axen die &' Ebenen je eines kubi- 
schen Hauptbüschels y° sich schneiden. Da zwei beliebige dieser «, in 
einem linearen Complexe «,, sich durchdringen, so gehen ihre beiden Haupt- 
büschel 7° und y; durch die vier Hauptebenen von «, (39.). Jede dieser vier 
Ebenen schneidet die übrigen Ebenen von y’ und y; in den Tangenten zweier 
Kegelschnitte, letztere aber haben ausser drei Schnittlinien der vier Haupt- 
ebenen noch eine vierte Tangente £ gemein. Diese Tangente £ ist gemein- 
schaftliche Axe von y° und y} und Axe verschiedener singulärer Schaaren von 
a; |; sie ist folglich (6d.) die Axe einer singulären Büscheleongruenz von 'n,. 

46. Eine singuläre Congruenz von w, hat mit den linearen Mannig- 
faltigkeiten |, von |, je eine singuläre Schaar gemein (44.); ihre Axe 
ist deswegen gemeinsame Axe aller Hauptbüschel y’ dieser w,. Nun ent- 
halten aber die Hauptebenen der x* linearen Complexe «, von u, je eine 
solche Axe t (45.); die kubischen Hauptbüschel 7’ haben somit unendlich 
viele gemeinschaftliche Axen t. Letztere bilden i. A. eine Regelschaar |t 
und liegen auf einer Fläche &’° zweiter Klasse, welcher die ©° Haupt- 
büschel 7’ umschrieben sind *). Auch die Haupttetraeder der &* linearen 
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‚Das. < 
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Complexe von «,, sind dieser „Hauptfläche‘“ 2’ von iu, und |&,, umschrie- 


*) Wir erinnern an den reciproken Satz: Kubische Raumeurven, die eine Schaar 
gemeinsamer Sehnen haben, liegen mit dieser auf einer Fläche zweiter Ordnung. 
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ben; sie werden von den &*® Ebenenquadrupeln der 2° gebildet. In den 
Berührungsebenen von 2° fallen je &' homologe Ebenen der »' Mannig- 
faltigkeiten von |&,, zusammen (11.), und auf jede von ihnen redueirt sich 
ein Büschel von |u;. Die Strahlen der Regelschaar |t,| sind (45.) die Axen 
von je ©” Büscheln der Mannigfaltigkeit |w, ; jede andere Gerade ist die 
Axe einer singulären Schaar von |w,|, deren Doppelebenen die Fläche 2’ 
tangiren. Die Regelschaar &) ist in den »” tetraedralen Strahleneomplexen 
enthalten, welche von den Axen der »” linearen Complexe , von | 
gebildet werden. 

Den x” Ordnungsflächen F? der Schaaren und den &” Ordnungs- 
eurven e’ der linearen Congruenzen von ia, können je »* resp. ®” Tan- 
gential-Tetraeder der Hauptfläche 2’ eingeschrieben werden (vgl. 41.) Die 
sich stützenden Mannigfaltigkeiten \w,| und |&,, sind durch die Regelschaar 
!,, völlig bestimmt und hängen wie diese von neun Parametern ab. 

47. In \u;| giebt es i. A. ©” Ebenenbüschel, die zu einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit '&| von \&, eine gegebene Ebene p entsenden (44.). Die- 
selben haben entsprechend gemein und bilden eine specielle Congruenz 
2,; sie erzeugen eine Gerade » und senden in jede andere Mannigfaltig- 
keit &, von &, einen Bündel homologer Ebenen (6e.), welche in |&,\, der 
Ebene g von |&, entsprechen und deren Centrum F, auf w liegt; auf jede 
Ebene von w» redueirt sich (6e.) ein Büschel von w, und damit von 'u;. — 
Wenn die Ebene p um eine ihrer Geraden g sich dreht, so beschreibt |, 
den speeiellen Complex ja, der Büschel, denen in |5 die Ebenen von g 
entsprechen; die Gerade w aber, in welche die beiden Hauptpunkte von 
ı, hineinfallen (13.), ändert ihre Lage nicht. Diese Gerade w wird somit 
dureh je drei Büschel von |, erzeugt, welchen in |&| eine und dieselbe 
Ebene entspricht. 

(Geht die Ebene p durch einen Strahl £ der Regelschaar |t, , so ent- 
hält die Congruenz |, eine Schaar coaxialer Büschel # und folglich (vgl. 
6b. und de.) ' singuläre Schaaren, deren Axen in einem Punkte von £ sich 
schneiden. Die zweiten, von p verschiedenen Doppelebenen dieser Schaaren 
gehen alle durch ®, und » schneidet demnach £ und ebenso alle übrigen 
Strahlen von it,.. 

Jeder Mamigfaltigkeit |& von ie, entspricht auf diese Weise ein 
Leitstrahl w von |f, ; die Schaar der Leitstrahlen w von |i,) ist eindeutig 
auf den & -Büschel |&,| bezogen. 
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47a. Seien w und w, die beiden Leitstrahlen von '#,., welche zwei 
Mannigfaltigkeiten '&,; und '&, von |&,; entsprechen; seien ferner p, 9@ı 
und F, F, ihre Sehnittpunkte mit 
resp. w, und w. Die Ebene p von |&,| entspricht dann (47.) allen durch 


zwei homologe Ebenen von '&, und |& ,, 


F, gehenden Ebenen von 8 ,, jede dieser Ebenen aber entspricht ebenso 
allen durch F gehenden Ebenen von |&. Wenn nun p und g, zwei homo- 
loge projeetive Ebenenbüschel in '&; 


J 


und |&|, beschreiben, so durchlaufen 
die Punkte F und F, auf resp. w, und w zwei projeetive Punktreihen; in 
\&;| und je, aber entsprechen einander je zwei Ebenen, welche durch zwei 
homologe Punkte dieser beiden Reihen gehen. 

Die Collineation der beiden Mannigfaltigkeiten &, und &, ist damit 
zurückgeführt auf die projeetive Verwandtschaft zweier Punktreihen wo, und 
w. In jeder Geraden x schneiden sich ©! Paare homologer Ebenen %, 9: 
von |&, und 8, ,; dieselben verbinden « mit den Paaren homologer Punkte 
der resp. leihen w, und w. Jeder durch ® gehenden Ebene von &, ent- 
sprechen in |&, alle Ebenen des Raumes. 

47b. Die entsprechend gemeinschaftlichen Ebenen der Mannigfaltig- 
keiten &; und '&,, gehen durch je zwei homologe Punkte von w, und w, 
und berühren (46.) zugleich die Hauptfläche 2%, Die Verbindungslinien 
homologer Punkte von w, und » liegen folglich auf 2’ und bilden die 


Regelschaar |t,| dieser Fläche. 





Die »' projeetiven Punktreihen wo, w,, %, ..., welche den x' 
h igfaltigkeiten &, |& , ... Von '&,, entsprechen und paarweise 
Mamnigfaltigkeiten |&, |&,, & >, vo ı, entsprechen und wei 
ie Regelschaar |t,| erzeugen, bilden eine Schaar vw, ; durch sie sind x, 
die Regelschaar |t,| erzeugen, bilden eine Schaar w, ; durel nd 
und \&, völlig bestimmt. Wenn i&, &,, |&,. ... In einen beliebigen 


x 


Büschel von |w,| die resp. Ebenen y, Y,, 9, ... entsenden, so entsprechen 
(47a.) den Schnittpunkten von » mit g,, @», ... diejenigen von p mit w,. 
3, ..., also Punkte, welche mit jenen auf Strahlen von it, liegen. Sind 
von dem Büschel die Axe u und die Ebene p gegeben, so können in ihm 
die Ebenen 9,, %., ... hiernach leicht eonstruirt werden. 

Da |, eine beliebige Mannigfaltigkeit von |e&,,| ist, so können wir 
die Verbindungslinie der beiden homologen Punkte »y, = F, und wo =F 
von ® und w, als einen beliebigen Strahl von |t,| betrachten. Derselbe 
schneidet die Geraden w, w,, w., ... in den Punkten einer Reihe f, welche 
zu |&,| und damit zu dem Büschel # projeetiv ist, und zwar entsprechen - 
(47a.) den Punkten F, und F von t die resp. Mannigfaltigkeiten |, und 
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€, von '&,, also auch die resp. Ebenen $ und 9, von a. Nun geht aber 
jede dieser Ebenen p, 9, dureh den der anderen entsprechenden Punkt F 
resp. F,, sodass der Büschel « zu der Punktreihe # involutorisch liegt. Die 
projeetiven Punktreihen £, in welchen die Strahlen der Schaar 't, von deren 
Leitstrahlenschaar ww,w,... geschnitten werden, sind also nicht nur pro- 
jeetiv zu den Büscheln von , , sondern sie liegen auch zu jedem dieser 
x’ Büschel involutorisch. 

48. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten |, und e,,| sind speciell 
und von acht Parametern abhängig, wenn ihre Hauptfläche 2’ in eine Curve 
zweiter Klasse, und | in deren Tangentenschaar ausartet. Der Curve #’ 
sind alsdann die Haupttetraeder der x” linearen Complexe von u, um- 
schrieben. Durch die „Doppelebene‘“ p von P’ gehen (46.) die «©? ku- 
bischen Hauptbüschel y’ aller a, von «, weil sie die Tangenten der 
Curve P zu gemeinsamen Axen haben; auf 9 redueirt sich folglich je 
ein Büschel dieser a, und somit eine Büschelschaar von «,. In g ver- 
einigen sich homologe Ebenen von je zwei Manmnigfaltigkeiten e,, die in 
zwei beliebigen &,| von ,, einander entsprechen (39.). Die Mannigfaltig- 
keiten &; haben folglich die Ebene Y nicht bloss einmal, sondern c'-mal 
entsprechend gemein. Während auf jede Berührungsebene von 2° ein Büschel 
von #,, sich redueirt, arten oc! Büschel von |«,; aus in die Doppelebene g. 
In die Tangenten der Curve 2’ gehen auch die Leitstrahlen © von '£,| über. 

48a. Die Mannigfaltigkeiten w, und e,, sind speciell und von 
sieben Parametern abhängig, wenn beliebige sechs und damit alle Büsche! 
von |», durch einen Punkt K homologe Ebenen schicken. In diesem Falle 
ist X ein Hauptpunkt aller &” linearen Complexe , von |a,, und durch 
K sehen von u, die x” Ordnungsflächen F’, die x’ kubischen Ordnungs- 
eurven e’ und die Axen der x* Büschel einer speciellen |. Die x’ ku- 
bischen Hauptbüschel y’ von wu, zerfallen in je einen Ebenenbüschel erster 
und einen zweiter Ordnung, von denen der letztere X zum Mittelpunkt hat 
‘43.); einer von ihnen aber artet aus in den Ebenenbündel X (43b.). 

Eine der Mannigfaltigkeiten |&; von '&, redueirt sich auf den Bündel 
K und enthält dessen Ebenen je »°-mal. Die x” Büschel von a; , welche 
in diese '& eine beliebige Ebene von K entsenden, bilden einen speciellen 
linearen Complex a, ; von ihnen gehen &° homologe Ebenen durch einen 
gewissen Punkt C, und x” von ihnen redueiren sich auf die Ebenen von 
© (13e.). Da die Hauptfläche 2° von a, und &,| alle Ebenen der Bündel A 
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und C enthält (46.), so besteht sie aus diesen beiden Bündeln, und zerfällt in 
die Punkte K'und C.. Von den Hauptebenen der x” linearen Complexe von 
|a,j gehen, da K ein Hauptpunkt ist, je drei durch X, die vierten aber dureh €. 

Die projeetiven Punktreihen w, auf welche (47a.) die Collineation 
der Mannigfaltigkeiten |e,| von i&,, zurückgeführt wurde, haben alle den 
Punkt K entsprechend gemein und liegen mit C in einer Ebene. Die Regel- 
schaar |t, redueirt sich, abgesehen von dem Bündel K, auf den Strahlen- 
büschel C in dieser Ebene. 

Dieser Specialfall tritt u. A. dann ein, wenn irgend zwei singuläre 
Uongruenzen |a, von a, einen und nur einen Büschel gemein haben. Der- 
selbe reducirt sich auf eine Ebene, in welcher die Axen #, t, der beiden 
Gongruenzen liesen; sechs Büschel von x, aber, von denen fünf diesen 
beiden Congruenzen angehören, bestimmen i. A. die 'z,. und senden durch 
den Schnittpunkt K von t und ft, sechs homologe Ebenen. 

48b. Die Mannigfaltigkeiten , und &,, sind speciell und von sechs 
Parametern abhängig, wenn |”, einen linearen Complex x, coaxialer Büschel 
enthält. Die Axe a von m, ist alsdann gemeinsame Kante der Haupt- 
tetraeder aller linearen Complexe von w,, auf a liegen zwei gemeinsame 
Hauptpunkte X,, K, dieser Complexe, und alle Büschel von u, schicken 
durch K, und K, homologe Ebenen (vgl. 43a.). Die &° Hauptbüschel 
zerfallen in den Ebenenbüschel «a und je zwei andere Büschel erster Ord- 
nung, deren Axen durch K, und K, gehen (43a.), und die Hauptfläche &’ 
redueirt sich auf die Punkte K,. K,. Die projeetiven Punktreihen w liegen 
alle auf der Geraden a und haben die Punkte K, und K, entsprechend ge- 
mein (vgl. 48a.): die Regelschaar 'f, redueirt sich, abgesehen von den Bün- 
deln K,. K,, auf den Strahl a. 


$9. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |w;| von 00° projeetiven Ebenenbüscheln und der e, -Büschel 

49. Kine lineare Mannigfaltigkeit «, ist durch beliebige sieben 
ihrer x” projeetiven Ebenenbüschel bestimmt und enthält x" Schaaren », . 
x” lineare Congruenzen ||, ©” u,, oo" u, und &"” u... Auf ihr ruht 
ein „Büschel“ &,,| von ©' collinearen Mannigfaltiskeiten '&. welche aus 
Je ©’ homologen Ebenen der Büschel von =, bestehen. Beliebige 6—i 
resp. 6 lineare Mamnigfaltigkeiten 
einen Büschel gemein. 


;s von ' haben i. A. eine «, resp. 
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Insbesondere haben zwei || von w,| allemal eine lineare Mannig- 
faltigkeit u, gemein (35.). Ihre beiden Hauptflächen 2’ und 2} zweiter 
Klasse sind deshalb beide dem kubischen Hauptbüschel y° von |w,| einge- 
schrieben (46.), und werden ausserdem von den Ebenen einer Geraden t 
berührt, welche auf 2° und 2; liegt und von y’ eine Axe ist”). Diese 
Gerade £ gehört zu den beiden Regelschaaren von 2’ und 2/, durch welche 
die beiden a, bestimmt sind (46.); sie ist demnach (45.) die Axe von zwei 
singulären Congruenzen der beiden |«,| und folglich die Axe eines singu- 
lären Büscheleomplexes |w,| von |%,. 

Zu der linearen Mannigfaltigkeit «, gehören also 0° projective 
Büschel, welehe £ zur Axe haben, und somit alle Büschel mit der Axe t 
(vgl. 1., 13e.). Weil aber deren Complex |; mit jeder |w,, von |«,| eine 
singuläre Congruenz |a,| gemein hat (35.), so gehen (46.) die ©” Haupt- 
flächen 2° aller |w,| von |w,; durch diese „‚Hauptgerade‘ t von |w, und \&... 

50. Jede beliebige Gerade ist Axe einer singulären Congruenz von |%,.. 
Zwei singuläre Congruenzen von |a,, deren Axen a, a, zu einander und zu { 
windschief sind, können durch eine |w,| von |, verbunden werden (36.); 
die Hauptfläche 2° dieser |w,| aber geht durch a, a, und £ (46.). Jede durch t 
selegte Fläche zweiter Klasse gehört folglich zu den co” Hauptflächen 2°, 

Die Hauptbüschel y’ der ©" Mannigfaltigkeiten a, von ws, sind, 
wie analog sich ergiebt, die oo" kubischen Ebenenbüschel, welche die 
Hauptgerade t zur Axe haben (vgl. 39.). Die oo" linearen Complexe u; 
von |, haben die oo'” verschiedenen Tetraeder des Raumes zu Haupt- 
tetraedern; die Axen ihrer Biüschel bilden oo" durch £ gehende tetraedrale 
Strahleneomplexe. 

Die oo’ Büschel zweier singulären Congruenzen von |w,, bestimmen 
paarweise oo? Schaaren, deren Ordnungsflächen F° alle durch die beiden 
Axen a, a, der Congruenzen gehen. Durch zwei windschiefe Gerade a, a, 
können aber nur oo’ Flächen F’ zweiter Ordnung gelegt werden; die a 
Schaaren redueiren sich demgemäss auf oo’ verschiedene, welche je x«'-mal 
in ‚z. vorkommen. Ueberhaupt sind die im Raume möglichen &’ Büschel- 
schaaren i. A. je o'-mal in |, enthalten; sie bilden so die oo" Schaaren 
von |z;l. Ihre ©’ Ordnungsflächen F’? stehen zu je oo’, die oo" kubischen 


*) Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung sich in einer kubischen Raumcurve ce” schnei- 
den, so haben sie ausserdem eine Sehne von c* gemein. Oben wird der reciproke Satz 
benutat. 





> 
De 
Ya 
Ei 
IE, 
Se. 
Fr 
3 
ER 
ARE 
en 
5 











Wa: R 


BR. 


PERL: 





> IE a yiir & a Di i e 
ek ea ea at 2 P u ENDEN ET EL OR ER RELRS 
TER Ba Bla a hf lu nn Ann SE) a u Fa EEE I DE ERNEUT SENSOREN 








“Pi u 2 





Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 45 


ÖOrdnungseurven c’ stehen i. A. zu je o* von den ©" Hauptbüscheln y’ in 
der Hurwitzschen Beziehung (vgl. 41.). 

50a. Die oo* Büschel von |«,;|, welche in eine beliebige Mannig- 
faltigkeit |&;| von |&;,| eine gegebene Ebene p entsenden, bilden einen linearen 
Complex |u,. Sie schicken (13e.) in die übrigen Mannigfaltigkeiten von 
&;ı) die Ebenen perspectiver homologer Räume, welche der Ebene p von 
'&| entsprechen und zur Collineationsebene haben; in das Collineations- 
centrum C dieser Räume senden sie homologe Ebenen. Dreht sich um 
eine ihrer Geraden g, so beschreibt |a,! eine specielle lineare Mannigfaltig- 
keit ja, von |w;|: der zu © gehörige Punkt C aber ändert seine Lage nicht 
(43b.). Uebrigens liegt C auf der Hauptgeraden f, denn letztere wird von 
allen durch C gehenden Geraden w geschnitten (47.). 

Jeder Mannigfaltigkeit &,| von [&,,| entspricht auf diese Art ein Punkt 
C der Hauptgeraden t; die Punktreihe £ ist auf |&;,| und damit auf jeden 
Büschel von |, projeetiv bezogen. Die oo’ Büschel von ,', denen in |&, 
eine beliebige Ebene %, gleichgültig welche, entspricht, senden homologe 
Ebenen durch €. 

Dreht sich die Ebene um ihren Schnittpunkt ©, mit £, so ändert, 
wie gesagt, der Punkt C seine Lage nicht. Die &° Büschel von |,|, welche 
in die Mannigfaltigkeit |& je eine durch C, gehende Ebene  entsenden 
und eine specielle |z,, bilden, schicken also auch durch € homologe Ebenen 
fı. Der Mannigfaltigkeit |, von &,, in welcher diese Ebenen g, liegen, 
entspricht auf £ der Punkt C,; denn die &° Büschel von «, , welche eine 
beliebige der Ebenen g, in |&, hineinschicken, senden ja auch nach ©, 
homologe Ebenen. Den Punkten C, C, von £ entsprechen also resp. |& 
und |&, in |&,, und damit in einem beliebigen Büschel # der speeiellen 
u) die resp. Ebenen y und Y,, von denen p durch €, und p, durch € geht. 
Jeder Büschel « von «,| liegt demnach involutorisch zu der ihm projeetiven 
Punktreihe £. Weil aber C, ein ganz beliebiger Punkt von £ ist, so gilt 
das Gleiche von jedem Büschel der Mannigfaltigkeit «,. Damit ist der 
Satz bewiesen: 

Die lineare Mannigfaltigkeit u, besteht aus den x" Ebenenbüscheln, 
welche zu der Punktreihe t projectiv sind und zugleich zu ihr involutorische 
Lage haben. Beliebige n+1 projective Punktreihen t, t,, b,, ..., f, bestimmen 
folglich, wenn n<Z_6 ist, eine lineare Mannigfaltigkeit w;_, . zu deren x’ 
projectiven Ebenenbüscheln sie involutorisch liegen: sie bestimmen ausserdem. 
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zu jedem Büschel von w_, involutorisch liegen”) (vgl. 47b.). 


$ 10. 


Dualismus und analytische Darstellung der Büschel-Mannipgfaltigkeiten |un '. 


51. Die linearen Büschel-Mannigfaltigkeiten |z,| und |w;_,| hängen 
i. A. von gleich viel Parametern ab; denn (vgl. 2., 5., 9., 40., 46.): 





die Mannigfaltigkeit al, ll, Il, Ia;l, Ia;l, 


[0] 


hat im Allgemeinen 9, 12, 13, 12, 9 Parameter. 


Auch sind ja |x,| und |w,| durch je eine Regelschaar bestimmt, welche auf 
der Ordnungsfläche F? von ja,| bezw. auf der Hauptfläche 2° von |u,| liegt; 
ferner ist |z,| durch eine kubische Raumeurve, die Ordnungseurve e’, und 
\a,| durch einen kubischen Ebenenbüschel, den Hauptbüschel 7°, bestimmt; 
der Büscheleomplex || aber ist durch den tetraedralen Complex seiner 
Axen oder auch durch sein Haupttetraeder und eine Axe bestimmt. Der 
tetraedrale Strahlencomplex nun ist zu sich selbst, ec’ und y° aber, sowie 
F’ und 2° sind zu einander reciprok. Die Mannigfaltigkeiten x, und \w,_,| 
sind deshalb auffassbar als Theile reeiproker Raumgebilde, welche von ihnen 
abhängen und zugleich sie bestimmen. Den in |a,| enthaltenen "44 
Mannigfaltigkeiten |«,| stehen die o"C+» durch |z;_,; gehenden |«,_;| dua- 
listisch gegenüber. 

Dieser merkwürdige Dualismus der Büschel-Mannigfaltigkeiten |«,| 
und , „| trat im Verlaufe unserer Untersuchungen immer klarer hervor. 
Haben wir doch schliesslich die Collineation der ©' Mannigfaltigkeiten [e, 


resp. |&,|, welche aus homologen Ebenen der Büschel einer |x,| resp. |a,| 








bestehen, zurückgeführt auf die Projeetivität der ©o' Punktreihen einer Schaar 








\:©,|, bezw. auf die Collineation der oo! ebenen Felder einer linearen Mannig- 
faltigkeit |y,| (42b., 47a.); aber |w,| ist reciprok zu der Büschelschaar |x,|, 


und |y,! zu der auf |a,| ruhenden Bündelreihe |S,|. Der Satz von Stahl (50a.) 
stellt den Dualismus von 'z, und ;_, in das hellste Licht; denn die lineare 
Mannigfaltigkeit £,, deren »” projeetive Punktreihen zu den Büscheln einer 
\%6_„. Involutorisch liegen, ist zu einer |v, reciprok. 


*) Diese fundamentalen Sätze verdanke ich Herrn W. Stahl, der mir einen sehr ein- 
fachen analytischen Beweis derselben mittheilte. 


eine lineare Mannigfaltigkeit |t, von &” projectiven Punktreihen, die gleichfalls 
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dla. Um eine lineare Mannigfaltigkeit |u,| analytisch darzustellen, 
bezeichnen wir mit «,, ?, lineare Functionen der Punkteoordinaten z, y, 3 
und mit #, A willkürliche Parameter. Dann repräsentiren die Gleichungen 
0.,;-} 1ß,; — (0) (=0,1,2...0 


n-+1 projective Ebenenbüschel; für sn Werth von A repräsentiren sie »+1 
homologe Ebenen derselben. Die »-+-1 Biüschel bestimmen eine lineare 
Mannigfaltigkeit |, 





‚ deren Büschel alle durch die Gleichung: 


+) R f 
th ++2,ß,) > 0 


’ 


5 x(04 .B)=V oder 2, +2, +:+2,0,+4(2,P 
m 

mittelst der willkürlichen Constanten %,, %, . . ., %, dargestellt werden können. 
Werden diese z, als Parameter und 4 als Constante aufgefasst, so reprä- 
sentirt dieselbe Gleichung eine der Manmnigfaltigkeiten je,|, welche aus 
homologen Ebenen der &” Büschel von |x,| bestehen und den auf |x,| ruhen- 
den Büschel |e,,| bilden. Selbstverständlieh ist |e,,| eine Büschelschaar |», !. 
eine Biindelreihe |S,| resp. ein Raumbüschel |&,|, wenn » = 1, 2, oder 3 ist. 

N 


Die Gleichung 32,(@+4P,)=0 kann als diejenige der sich stützen- 


it) 


den Mannigfaltigkeiten |w,| und | 


le,,| betrachtet werden. Durch Eliminirung 
von 4 aus den »-+-1 Gleichungen @,+4P,=0 ergeben sich » Gleichungen, 


die wir ine) in der Formel: 


Eu ee 
= WU), 
.) s “ ) 
Pe 9: 40 9 Fee 
Diese » Gleichungen repräsentiren für »=1, 2, 3 bezw. die Ordnungsfläche 


F', die Ordnungseurve e’ und die vier Hauptpunkte von |a,|, Il und ie; , 
überhaupt aber das Erzeugniss der Mannigfaltigkeit x, 


Berichtigungen zu Bd. 104 dieses Journals. 


S. 216 2. 16 v. & statt „ee L „ee 
S.229 Z.1 v. o. statt „einen linearen Complex“ 1. „eine lineare Congruenz“. 
Ss. 239 2. 9—10 v. o. statt „werden in P... osculirt“ 1. „P ist dreifacher Punkt von K’ 
































$1. 


Ein neuer Beweis der Unmöglichkeit, allgemeine j 
Gleichungen höheren Grades algebraisch aufzulösen. 
(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat.) 








Beweis eines Satzes über binomische Gleichungen. 


I n einem beliebigen Rationalitätsbereich R, welchem die Grösse a an- 


gehört, muss die binomische Gleichung vom Primzahlgrade p 
z’—a = UV 


entweder irreductibel sein oder eine rationale Wurzel besitzen. 


N a RT An & 


Dieser bekannte Satz, dessen Richtigkeit für p = 2 evident ist, soll 
hier für ungerade Primzahlen p nach einer rein arithmetischen Methode be- 


wiesen werden. 


Nimmt man an, es sei 


[ »l Sr h —1 ] I—h ‚y—h— 
(1.) z’—a = (ed +b,2" + +b,)(ar "++ +0), 


wo durch 5b, und ec, Grössen des Bereichs N bezeichnet sind, und bildet 
man mit den Unbestimmten x, die Ausdrücke 


(2—-2)(2 —-2,)...(2—-2,) = 
(2e—-2,)(2—-2)...(2-2,) = 
(2-21) 2-2, 42). .(2—8,) = 

so kann man setzen 
(A) 8)... (2-2 
(ca) —2)...(2—- 2) 


@- a)... (0-2) 


ac? + her! +++ Mi 
x" +9," 1 ET tus 


at, 


= F (®, Th; 2: ... 1); | 
un F,(z, Qi, Bay ++» 9.); 
Eu F,(z, dı, b, ie D,-n), 











indem man durch F, F,, F, ganze Functionen der beigefügten Argumente 
mit ganzzahligen Coeffieienten bezeichnet, und es ist offenbar 


F(«, fe R.; ... 1») - F,(r, di, 92, 


Bit Bir A u Be 
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Setzt man in der linken Seite dieser Gleiehung für f,. W, ... ], die aus der 
Gleichung 

Hat, = Het 
folgenden Ausdrücke durch die Grössen g,, 5, ein, so erhält man, wenn 
auch unter F, eine ganze Function mit ganzzahligen Coeffieienten verstanden 
wird, eine Gleichung von folgender Gestalt: 

le a Basar Br 5 A al, Dis Da - 
bezeichnet man dann dureh /5,, y, neue Unbestimmte, und setzt 


I 


| Yu 5 u BE 6 (Le P IL», p ar 
z’+0,4 05T ra, = (erPıa P,Ja Yııl - 
so ist offenbar 
r \ ’ f +’ .) Ar Ar no I / » / 
(3.) oT, 71» [?2 + Be fi | * / >“ ..0..* ——— I I, FG ( ’@ u #°’%& 104 


Nach einem bekannten Satze von Gauss *) kaun nun in jeder Glei- 
chung zwischen den Grössen q,, deren Coefficienten von den Unbestimmten 
%ı, 2, ... x, unabhängig sind, also z. B. in der Gleichung (2.), jede Grösse 


0, durch einen ganz beliebigen Werth, z. B. die Unbestimmte /, ersetzt 
werden, unbeschadet der Richtigkeit der Gleichung. Dann geht die Glei- 
chung (2.) in eine helation zwischen den Grössen b, über, deren Üoef- 
fiecienten von den Unbestimmten &,;,. 2,;, -.. x, nieht abhängen: in ihr 


7 


kann man unter abermaliger Anwendung des eitirten Satzes von Gauss die 


(srössen h, durch die Unbestimmten y, ersetzen und erhält dann das Resultat 


u, > > r . u Bf. ’) ) \r Try a, 3 
F\ 1, j 3 “ [?2 .e. 0. 7 ı . / > .o “| 2 f 1 A Pr [ I, “ | I>« ..“ .) I ) a “ / | * / “ .. .)r 
also mit Berücksichtigung der Gleichung (3. 
ER u > A) INK / I. as y 
Fa, a, 2. 0) aa Pre DIE, Vi, Par % 


Setzt man jetzt speciell 
Dre. A eh 
so ist unter der Annahme (1.) nach der eingeführten Definition der Grössen «, 
a,=-—Ad Mm —d, ;a.0: 
also folgt: 


I Errene Fe ii Da Bl, Or +: Aa 
Nun ist in dem Ausdruck 


Fa, fi, I --- h) = (e-Mle-2)...(e-af 


*) Vgl. Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem ete. Art.5. Werke 


- 


Bd. III, p. 37. 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft l. { 
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der Coeffieient der Potenz x” eine homogene Function pAter Ordnung der 
Unbestimmten x,, besteht also aus Gliedern 
IR. 
für welche die Gleichung 
0+20,+ 30,4 +pa, = Ap 
erfüllt ist. Wenn also alle Grössen f, mit Ausnahme von f, durch Null 
ersetzt werden, so kann in dem bezeichneten Coeffieienten nur das Glied 
übrig bleiben, für welches die Gleichungen 
== =0%,,=0, pao,=Aip 
bestelien, also ein Glied von der Form n;f{, wobei z, einen numerischen 
Factor bedeutet. Ersetzt man also zuletzt noch f, durch —a, so ergiebt sich 
8.) Fl, 0, 0,...0, —a) = #’ na" a+nar "a —-- —n,a. 
Zur Bestimmung der Zahlen », genügt die Betrachtung des Falles 
a=]1. Setzt man nämlich 
ge) = Port. +eo-Hl, 
so besteht, wie schon Gaxss rein arithmetisch bewiesen hat *), für v = 


I 
» ın \ . r 
2, ... p—1 die Congruenz 


ye)=0 (mod. y(e)), 
6) (2-Dyp(e) = H1l= (2-1) -v)(2—-v)... (ev) (mod. y(v)). 
Setzt man nun 
7)  (.-Ve-v)r ev)... (ae) = ae HN, +V,, 
so ergiebt die Definition des Ausdrucks F(e, fı. Ta, ---) 
(8) F(a, V,, Vz, --. 9%) = (e-Die-N)a er). la), 
Ferner erhält man aus den Gleichungen (6.) und (7.) 
rehze-=Vu,=0, ,=-1 (mod. p()); 
also folgt mit Berücksichtigung der Congruenz 
ve =1 (mod. p(e)) 
aus der Gleichung (8.) die Congruenz 


F(x, 0, 0,...0, -D= (z-1) (mod. y(v)). 


EN 


) Vgl. Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadratieis demonstrationes 
et ampliationes novae. Theorematis ... demonstratio sexta, Art. 1. Werke Bd. II, p. 55. 
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Hier sind aber die Coeffieienten von x auf beiden Seiten von e unabhängig: 
also folgt: 
F(xz, 0,0,...0, -1) = (z-I1). 
Andererseits ergiebt die Gleichung (5.) 
F(z, 0,0,..0,-N) = dmr-n a 4m". —n,; 
also folgt, dass für jeden Werth A die Zahl », mit dem ten Binomial- 
eoeffieienten von p identisch ist. Somit folgt 
F(z, 0, 0,...0, -—a) = (z-a)! 
und mit Berücksichtigung der Gleichung (4.) 
ee, = Kia, 6.,.0, ‚:. Du), 
ar = FO, DB. Da 
Nun kann man, da nur eine der beiden Zahlen 4, p—h ungerade 
sein kann, annehmen, es sei % eine gerade Zahl; dann ist 


a" — F, oO, b,. b». .0.. b,). 


Für die rechte Seite dieser Gleichung ergiebt sich auf Grund der Identität 


F; v, Qi, O2, ++» Q.) Ka 2... el er 
der Werth 
(9.) BO Bob co. a. 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich der zu beweisende Satz nach einer Be- 
merkung von Herrn Kronecker *) in folgender Weise. Man bestimme die 
ganzen Zahlen p, und h, so, dass die Gleichung 
pp+hh, = 1 
besteht: dann ergiebt die Gleichung (9. 
Wen, (Dora. 


Die binomische Gleichung 2’ = a hat also unter der Annahme (1.) die ra- 


tionale Wurzel ja”, und damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 


$2. 


Ein Satz über algebraische Beziehungen zweier Irrationalitäten zu einander, 


Bezeichnet man durch S und n Wurzeln beliebiger im Rationalitäts- 


bereich AR irreductibler Gleichungen vom mten bezw. nten Grade, und sind 


*) Vgl. Entwickelungen aus der Theorie der algebraischen Gleichungen, I, $ 2. Mo- 
natsberichte d. Berl. Akad. 1879, p. 206. ; 


7* 
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die Grade der irreductiblen Gleichungen, denen 5 nach Adjunction von n, 
und n nach Adjunction von S genügt, beziehentlich q und r, so ist mr = ng. 

Diesen Satz habe ich in einer früheren Abhandlung *) bewiesen und 
dort auch die Mittel angegeben, den Beweis rein arithmetisch zu gestalten. 
Hier möge nur, um das Folgende von der eitirten Abhandlung unabhängig 
zu machen, ein Kurzer algebraischer Beweis des Satzes durchgeführt werden. 

Man bezeichne durch &=S5, 5. &, ».. &,_, die Wurzeln einer im 
Bereich RW irreduetiblen Gleichung; eine andere solche Gleichung habe die 
Wurzeln n 


lv => 7 


Nı3 Ma} +++ Na Dann sei 


F(x, u, v) = 0 


19 


die im Bereich WR irreduetible Gleiehung, welcher das mit unbestimmten 
Coetficienten a, e gebildete Binom as+en genügt. Da das Produet aller 
mn (Grössen 
A, = r—us:,—en, 
im Bereich N rational ist und mit der Function F(z, a, v) einen Factor 
gemein hat, so ist letztere, weil sie irreductibel sein soll, ein T'heiler jenes 
Produets. Infolge dessen ist F(x,u,v) ein Product von Faetoren X,,, und 
die Wurzeln der Gleichung 
F(xz, 1, 0) = 0 


sind sämmtlich unter den Grössen 5, enthalten. Da ferner diese Gleichung 
im Bereich NR rational ist, so genügen ihr alle m Werthe 2 =S,, da sie 
die Wurzeln einer im Bereich R irreductiblen Gleichung bilden; somit nimmt 
in denjenigen Factoren Ä,,, welche das Product F(r, u, v) bilden, der Index 
ı alle m Werthe 0, 1, 2, ... m—1l an. | 

In denjenigen dieser Faetoren, welche die Gestalt e—u&,—vn, haben, 
nimmt der Index v alle Werthe 0, 1, 2,... r—1l an, wenn, entsprechend 
der Voraussetzung, dureh 7, 21, -.. 7,_, die Wurzeln der nach Adjunetion 
von &, irreduetiblen Gleichung, welcher die Grösse 7, genügt, bezeichnet 
werden. Denn das Produet 


Vr—1 > 
g9(z, u, v, S) = M(zc-uS,—on,) 
v 
ist im Bereich (NR, &,), d.h. nach Adjunction von $,, rational und hat mit 
dem Polynom F(z, u,e) einen Linearfactor gemein. Wäre nun F(r, u, ev) 


EN 


) Ueber die Gattung niedrigster Ordnung ete. $4 Nr.3. Math. Annalen Bd. XXX, 
p. 195. 
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nicht durch g(z, u, v, £,) theilbar, so hätten beide Ausdrücke einen grössten ge- 


meinsamen Theiler, welcher, gleich Null gesetzt, für 7, eine im Bereich (N, 5, 
rationale Gleichung von geringerem als dem rten Grade ergäbe. Dies 
widerspricht aber der eingeführten Voraussetzung, dass 7, im Bereich . S,) 
Wurzel einer irreduetiblen Gleichung rten Grades ist. Es ist also das Pro- 
duct g(z, u, v,$,) ein Theiler der Function F(r, a, ev), und demnach hat die 


Gleichung 


die mindestens r-fache Wurzel &. Daraus folet. dass sie auch die minde- 


< 


stens r-fachen Wurzeln &,,. 5, ... £,_, haben, also mindestens vom Grade 


mr sein muss. 
Nun ist das Produet 


’ 4 


Fiese). gl, 8%, 8, 
. 


im Bereieh NR rational. also dureh die irreduetible Funetion Fr. u.®»). mit 


welcher es den Factor g(x, a, v,5,) gemein hat, theilbar: da aber der Grad 


des Ausdruckes P in Bezug auf x offenbar = mr ist, und derjenige der 
Function F(z, u, v), wie gezeigt, — mr sein muss, so ergiebt sich, dass die 
Gleichung 

F(z, u, v) = Piz, u, v 


bestehen, also das Polynom F(r,»,v) vom Grade mr sein muss. 

Dieses Polynom ist nun in Bezug auf die beiden Grössensysteme S, 
und n, völlig symmetrisch definirt; man kann also die Kollen beider in den 
bisherigen Entwickelungen vertauschen und hat dabei m durch » und r 
durch q zu ersetzen. Offenbar wird sich dann für die Funetion Fe, u, e 
der Grad ng ergeben, womit die behauptete Gleichung mr = ng bewiesen ist. 

Ein specieller Fall dieses Satzes ist für das Folgende von besonde- 
rem Interesse. Es seien 7, n,. 7, ».. 7, die Wurzeln einer binomischen 
Gleichung vom Primzahlgrade, welche im Bereich N keine rationale Wurzel 
besitzt, also nach $ 1 irreduetibel ist. Weiss man dann, dass eine beliebige 
irreductible Gleichung, deren Wurzeln S$, $,, ... $„_, Sind, nach Adjunetion 
der Grösse n reduetibel wird, so ist g<_ m, also wegen der Gleichung 

m n 
q r 
auch r <-n, d. h. die binomische Gleichung ist im Bereich (NR, 5) reduetibel, 
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erhält also bei Adjunetion von S eine rationale Wurzel. Damit ergiebt sich 
das folgende 








Gorollar. Wenn eine beliebig gegebene im Bereich R irreductible 
Gleichung nach Adjunction einer Wurzel einer in demselben Bereich irreduc- 


tiblen binomischen Gleichung vom Primzahlgrade reductibel wird, so erhält die 











letztere bei Adjunction einer beliebigen Wurzel der gegebenen Gleichung stets 
eine rationale Wurzel. 


























$ 3. 
Ueber Gleichungen, deren Wurzeln rational durch eine von ihnen ausgedrückt werden können. 
Die im Bereich R irreduetible Gleichung mten Grades 
(1.) G(z) = 0 

habe die Wurzeln S, 0,(5), 6:(&), ... 0,._1(5), wobei unter @,, @,, ... ratio- 
nale Ausdrücke verstanden werden sollen, deren Coetfieienten dem Bereich 
N angehören. Die Gleichung (1.) werde reduetibel bei Adjunetion einer 
bestimmten Wurzel der beliebigen binomischen Gleichung vom Primzahl- 
grade p 


(2.) y—-a =, 


r 


in welcher durch a ebenfalls eine Grösse des Bereichs N bezeichnet ist. 

Wenn dann zunächst die Gleichung (2.) im Bereich R keine ratio- 
nale Wurzel besitzt, so ergiebt das Corollar des $ 2 sofort die Folgerung, 
dass eine Wurzel dieser Gleichung in der Form 


Er (S) 
dargestellt werden kann, wobei y ein Ausdruck von derselben Beschaffen- 
heit wie 9, ist. Dann können nicht alle Ausdrücke g9,(£) — ich lasse 


hier wie im Folgenden bei gehäuften Funetionszeichen y, w, oe, 6 die Klam- 
mern fort — den Werth 7 haben; denn aus dieser Annahme würde folgen 
Er DOES OE SAGE Et BO E 

die Gleichung (2.) hätte also, entgegen der Voraussetzung, eine rationale 
Wurzel. Es muss demnach einen von n verschiedenen Ausdruck 

! a» 

m pH (5) 
geben, und da in der Gleichung 


—a= (4 (S)yP—a —( 
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wegen der Irreduetibilität der Gleichung (1.) für $ jede andere Wurzel dieser 
Gleichung gesetzt werden kann. so ergiebt sich 


’—a=(99,Oyr-a=0, 


und wenn man durch » eine gewisse von Eins verschiedene pte Einheits- 


wurzel bezeichnet: 


3 N 

PRREEN: N f 0, S 
(3.) = WW = S 
7 Y(S) 


jei der Discussion dieses Resultats sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Die rechte Seite der Gleichung (3.) hängt nur scheinbar von der 
Grösse & ab; dann gehört die Einheitswurzel » dem Rationalitätsbereich N 
an, und in diesem sind alle Wurzeln der binomischen Gleichung (2.) dureh 
eine beliebige von ihnen rational ausdrückbar. Für p = 2 findet dies ofien- 
bar immer statt; wir können uns also von nun an auf die Betrachtung un- 
gerader Primzahlen p beschränken. 

II. Die rechte Seite der Gleichung (2.) enthält die Grösse 5 wirk- 
lich: die Grösse ® gehört dann dem Bereich WR nicht an, wird aber nach 
Adjunetion von $ rational. 

Aehnliches ergiebt sich, wenn man die bisherige Voraussetzung be- 
treffs der binomischen Gleichung (2.) fallen lässt und annimmt, 

Ill. dass diese Gleichung eine rationale Wurzel 5b besitzt. Dann 
kann deren Adjunetion die im Bereich RW irreduetible Gleichung (1.) natür- 
lich nicht reduetibel machen, sondern dies kann nur durch Adjunetion einer 
Wurzel von der Form bo, also in Wahrheit durch Adjunetion einer Ein- 
heitswurzel bewirkt werden, und dies ist offenbar nur dann möglich, wenn 
auch jetzt die Grösse ® dem Bereich NW nicht angehört, ebenso wie im 
Falle Il. 

Es sei nun die Einheitswurzel »® im Bereich RN Wurzel einer irredue- 
tiblen Gleichung eten Grades; w(o) sei eine symmetrische Function aller 
Wurzeln dieser Gleichung, durch welche alle übrigen symmetrischen Func- 
tionen der Wurzeln als rationale Ausdrücke mit rationalen Zahlen als Uoef- 
ficienten dargestellt werden können. Dann gehört die Grösse w(w) dem 
Bereich N an, und ® ist Wurzel einer irreduetiblen Gleichung 

gez, w(w)) = O. 
in welcher g eine ganze Function mit rationalen Zahlen als ÜCoetfieienten 


bedeutet. Dieser Gleichung genügt offenbar, für = gesetzt, die Potenz w' 
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dann und nur dann, wenn die Gleichung 
v(w) = w(w”) 

besteht. Alle dieser Bedingung genügenden Exponenten » sind, wie man 

leicht in bekannter Weise zeigt, darstellbar in der Form g”, wenn g eine 

primitive Wurzel der Primzahl p und f die kleinste positive Zahl bedeutet, 

für welche die Gleichung 


f a, 
v(o) = w(w”) 


besteht. Dabei ist ef=p-—1; die im Bereich R mit © conjugirten Einheits- 
wurzeln, d. h. die Wurzeln der Gleichung (4.) sind somit die Glieder einer 
e-sliedrigen Periode, welche dem Bereich AR angehört *). 

Im Falle Ill. wird nun die Gleichung @(x) = 0 bei Adjunction von 
co» reduetibel, und es sei demgemäss S Wurzel einer im Bereich (Rt, ®) irre- 
duetiblen Gleichung vom Grade m’ < m. Wenn dann im Bereich (NR, £) 
die Grösse » Wurzel einer irreduetiblen Gleichung vom Grade e ist. so 
ist nach $ 2 


! ! 


mm = e:e, 

also e <e. Dann zeigt man ganz analog den soeben für den Bereich N 
durchgeführten Betrachtungen, dass die Wurzeln der im Bereich (R. £) irre- 
ductiblen Gleichung, welcher die Grösse & genügt, die Glieder einer diesem 
Bereich angehörigen e'-gliedrigen Periode sind. Ausserdem sind diese Grössen 
unter den Wurzeln der Gleichung (4.), welche gleichfalls die Glieder einer 
Periode bilden, enthalten; es muss also nach einem bekannten Satze, wenn 
man e=cf setzt, die Zahl f ganz sein. — Im Falle II. ist einfach € = 1 
zu setzen, da ® selbst als eingliedrige Periode betrachtet werden kann. 

Setzt man nun 


! z ! 2 
f ie f q. BB f q 
und versteht unter y einen beliebigen Primfaetor der Zahl f, so kann man 


je f” der e'-gliedrigen Perioden, in welche die e-gliedrige zerfällt, zu einer 


ef -gliedrigen zusammenfassen, welche nach Adjunetion der e-gliedrigen, 
also im Bereich RN, einer irreduetiblen Gleichung gten Grades genügt **). 


Ferner gehören auch die ef’ -gliedrigen Perioden dem Bereich (N, s) an, 


*) Betrefls der im Folgenden benutzten einfachsten Eigenschaften der aus Einheits- 
wurzeln gebildeten Perioden vgl. Gauss, Disquisitiones arithmeticae sectio VII, Art. 346. 
Bachmann, die Lehre von der Kreistheilung, Sechste Vorlesung, S. 51—54. 

“*) Vgl. Bachmann a. a. 0. S. 54. 
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da sie durch die diesem Bereich angehörigen e'-gliedrigen rational ausdrück- 
bar sind. 

Damit ist für jeden der Fälle II. und III. dasselbe erreicht wie im 
Falle I.: es giebt eine dem Bereich (I. 5) angehörige Grösse, welche einer 
im Bereich WR irreductiblen Gleichung vom Primzahlgrade genügt. Diese 
Grösse ist in den Fällen II. und III. eine aus pten Einheitswurzeln ge- 
bildete e'f’- gliedrige Periode; also sind durch sie alle ihre conjugirten 
Werthe rational ausdrückbar. Da dies auch im Falle I. für die Grösse 
gilt, so kann man das folgende ganz allgemeine Resultat aussprechen: 

Wenn eine im Bereich N irreductible Gleichung, deren Wurzeln sümmt- 
lich durch eine von ihnen, S, rational ausdrückbar sind, reduetibel wird bei 
Adjunction einer Wurzel einer rationalen binomischen Gleichung vom Primzahl- 
grade, deren Wurzeln nicht sämmtlich dem Bereich W angehören, so giebt es 
stets eine durch £ rational ausdrückbare Grösse [, welche im Bereich R einer 
irreductiblen Gleichung vom Primzahlgrade genügt, und die Eigenschaft hat, 
dass alle ihre conjugirten Werthe durch sie rational ausdrückbar sind. Dabei 
bedeutet „rational“ stets rational im Bereich N. 

Ausdrücklich möge noch hervorgehoben werden, was aus den obigen 
Entwickelungen evident ist, dass die Grösse [ keineswegs immer mit dem 
adjungirten Radical identisch ist, vielmehr in den Fällen II. und III. eine 
Periode von Einheitswurzeln ist. 


$.4. 
Ein Satz über ausgezeichnete Untergruppen in algebraischer Form. 
Die Grösse {= o(£), welche dem Bereich (N, &). nieht aber dem Be- 
reich N angehört, sei Wurzel der in letzterem Bereich irreduetiblen Gleichung 


(1.) Piz) = VQ, 


deren Grad die Primzahl gq ist; die übrigen Wurzeln dieser Gleichung seien 
durch & rational ausdrückbar. Eine von ihnen werde durch w({) be- 
zeichnet, sodass die Gleichung 

Pw(&) = 0 
besteht. Hier kann man für Z eine beliebige andere Wurzel der irredue- 
tiblen Gleichung (1.) setzen, z. B. w({), und erhält dann 

Pv) =0. 


>) 
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Durch dieselbe Substitution ergiebt sich 
Pw(&)=Py&=+-=0, 


Nun sei r die kleinste Zahl, für welche die Gleichung 
= w(ü) 
besteht; dann ist r—2, und die Grössen 
(2.) 5 vo) WO, +. ve 
sind von einander verschieden. Hätte ausser ihnen die Gleichung (1.) noch 
eine Wurzel Z,, so hätte sie die Wurzeln 


6; v(ü), w(C), oo. w(C,), 


welche von einander und von den Grössen der Reihe (2.) verschieden sind. 
Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens erkennt man, dass r ein Theiler 
des Grades der Gleichung (1.), also, da dieser den Primzahlwerth g hat, 
r=g sein muss. Hieraus folgt in bekannter Weise, dass jede Zahl s, für 
welche die Gleichung 



































vw) =5 
besteht, durch q theilbar sein muss *). 

Jetzt sei 6, (5) eine beliebige Wurzel der Gleichung @(x) = 0, welche, 
für 5 gesetzt, den Werth des Ausdruckes e(£) ändert. Dann folgt aus der 
Gleichung 

Po(5) = 0 
wegen der Irreduetibilität der Gleichung @(x) = 0 die folgende 
Po6,(8) = 0; 
also ist auch der Ausdruck 09, (&) Wurzel der Gleichung (1.), und man 
kann demnach setzen 
9,8= vo =we®). 


Ersetzt man hier auf Grund der Irreductibilität der Gleichung @(z) = 0 die 
Wurzel $ durch 9,($), so folgt 

0 = we. 
Nun ist aber 


9,8) = vw), 


) Abel, Memoire sur une classe partieuliere d’equations resolubies algebriquement 
$ 1. Oeuvres (1881) t. I, p. 482. 
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also ergiebt sich 
06,($) = w’(d). 
Ersetzt man abermals 5 durch 6,(5), nachdem man den Werth = o($ 


\ 


) ein- 


- aut , 


gesetzt hat, so erhält man 
AOL NOR EU: 
durch Fortsetzung dieses Verfahrens folgt für jede positive Zahl » 
(3.) e0,) = wo). 
Nimmt man jetzt an, es sei s die kleinste Zahl, für welche die 
Gleichung 


Un 


9. = 
besteht, so ist offenbar 
e0,(5) = 0($) 
also wegen der Gleichung (3.) auch 
v(c) = 5. 
Daraus folgt, wie oben bemerkt ist, dass q ein Theiler der Zahl s sein muss, 
Wenn also durch 6,, o rationale Ausdrücke bezeichnet werden, und 5, 
9,5, 9,» 9-1) die Wurzeln einer irreductiblen Gleichung, © = o(?) 
Wurzel einer irreductiblen Gleichung vom Primzahlgrade q ist, deren übrige 
Wurzeln durch { rational ausdrückbar sind, so ist für jeden Ausdruck ®,, 
bei welchem die Grössen o(S) und 06 ,(Z) verschieden sind, unter Voraussetzung 
der Gleichung <=6,(S) die Zahl s durch q theilbar. 
Dieses Resultat kann in einfacher Weise gruppentheoretisch formulirt 
werden. Die Functionszeichen #, bilden nämlich eine Gruppe mter Ord- 
nung, und diejenigen unter ihnen, für welche die Gleichung 


(8) = 00,(8) 

besteht, bilden eine Untergruppe von der Ordnung m:g, und zwar eine 
„ausgezeichnete“ Untergruppe, da sie mit allen durch Transformation aus 
ihr entstehenden Gruppen, welche den conjugirten Werthen der Grösse { 
entsprechen, identisch sein muss. Das erhaltene Resultat kann somit in 
folgender Weise ausgesprochen werden. 

Besitzt eine Gruppe 7', deren Ordnungszahl m ist, eine ausgezeichnete 
Untergruppe I" von der Ordnung m:g, wo q eine Primzahl bedeutet, so 
ist die Ordnungszahl jeder Substitution der Gruppe 7', welche der Unter- 
gruppe Z” nicht angehört, durch g theilbar. 


N * 
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Beiläufig bemerkt, kann man leicht für den Fall, dass q keine Prim- 
zahl ist, beweisen, dass die Ordnung einer beliebigen in der Gruppe 7, 
nicht aber in der Untergruppe /” enthaltenen Substitution zu q nicht relativ 


prim sein kann. 


SD. 
Die Auflösung der Gleichungen durch Wurzelausziehung. 
Es sei nun eine beliebige im Rationalitätsbereich WR irreduetible 
Gleichung zten Grades 


F(x) = 0 


gegeben, deren Wurzeln durch w,, ®, ... ®, bezeichnet werden mögen. 
Die (Juadratwurzel aus der Diseriminante dieser Gleichung möge den Ele- 
menten des Bereichs WR zugerechnet werden; dann ist das mit den Unbe- 
stimmten a, gebildete und über alle geraden Permutationen der Indices 1, 
2, ... n erstreckte Produet 


@(2) = Il@— u,0,—u,0,— —4,0,,) 


im Bereich N rational und in Bezug auf x vom Grade m = In! Setzt 


vol 


man dabei 


S= 0404 +U,0,, 
so ist jede Wurzel 
n£ 
US 1 
0,=——-=f,@ 
Ou, 


durch & rational ausdrückbar; also eilt dasselbe von allen Wurzeln der 
Gleichung 
(2.) G(z) = 0, 
welche durch S$, 4,(&), 0(&), ... 0,_,(S) bezeichnet werden mögen. Nimmt 
man noch an, dass die Gleichung (2.) irreductibel, die Gleichung (1.) also 
eine „allgemeine‘‘ Gleichung sei, so hat die Gleichung (2.) alle Eigen- 
schaften der ebenso bezeichneten Gleichung in $3 und $ 4. 
Aus der evidenten Gleichung 


UCHAOER N AORSBET AO) Ei 
folgt nun wegen der Irreduetibilität der Gleichung (2.) 


u DHERID++ufdD) =. 
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Setzt man also fürv=1. 2, ...n 


und analog 
WW, ir A Ö, ($), 


so sind die Indexsysteme i, und %k, gerade Permutationen der Zahlreihe 1, 
2, ...n, und es ist 
f 0,0,(5) ra f,9,(5) = @ « 
Wenn ferner für v=1, 2, .... rn stets die Gleichung 
a, = f,@,(8) 


bestünde, so ergäbe sich 
uf, D+afI, D+-+u,f,0,.(5) ame & 


- 


also, wenn H,(S)=S5 Ist: 


N 


u DREH TN) = 5; 
also 4,(S)=$. Somit*) gehört zu jedem Ausdruck ®, eine bestimmte ge- 
rade Permutation der Zahlen 1, 2, ... » und umgekehrt; die Ordnung der 
Permutation ist gleich der kleinsten positiven Zahl s, für welche der zuge- 
hörige Ausdruck #, die Gleichung 
NO 
ergiebt. 

Es werde jetzt angenommen, die gegebene Gleichung (1.) sei durch 
Wurzelausziehungen auflösbar, d. h. es bestehe für eine Reihe bestimmter 
Grössen V, und eine bestimmte Wurzel ®, der Gleichung (1.) eine Glei- 
chungskette von folgender Gestalt 

A en ®,, 
Be 
r; — P,(V,), 


v® = &,(V,V,), 


va = B(V,V,,..) 


11); 
oo = ®P Vla In), 


wobei durch 2, eine Grösse des Bereichs R, durch 2, 2,, P,. ... ratio- 
nale Funectionen der beigefügten Argumente bezeichnet sind, deren Üoet- 


*) Vgl. Oeuvres de Galois, Journal de math. t. XI, p. 422. 
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ficienten dem Bereich R angehören; p,, ps, ... seien Primzahlen. Dann 
ist die Gleichung (2.) im Rationalitätsbereich 
Rn = (RT, Var. Vi) 


sicher reductibel, da in diesem schon das über alle geraden Permutationen 
der Indices 2, 3, ... n erstreckte Product 


f 
IKz-uo, 10, — 40, —— 4,0; ) 


rational sein muss. Denn es ist rational ausdrückbar durch die symme- 
trischen Funetionen der Grössen w,, @, ... ®, und das Product der Diffe- 
renzen dieser Grössen; wird letzteres durch 7’ bezeichnet, so ist das Produet 
der Differenzen aller » Grössen ®,, welches dem Bereich R angehört, von 
folgender Form: 
4= I (w—-w)(w—@;)...(0—w,) = I'F(w,). 

Da nun w, eine Grösse des Bereichs W ist, so gilt dasselbe von dem Pro- 
duet S'; die Function G@(x) ist also im Bereich RR’ reductibel. Ersetzt 
man also successive den Bereich R durch die erweiterten Bereiche 

\ 7 7 7 a ’ r 7 
so muss es einen letzten Rationalitätsbereich 

N = NR, # V;, ... V, 4) 


geben, in welchem die Funetion @(x) noch irreductibel ist, während sie im 
Bereich 
: Ale = |. 75 ARE /reBeE (N 

also nach Adjunetion einer bestimmten Wurzel einer im Bereich W” ratio- 
nalen binomischen Gleichung vom Primzahlgrade p, zerfällt. Dann aber 
folgt nach $ 3, dass es eine Grösse des Bereichs (X, &) 

= 96) 
giebt, welche im Bereich WR Wurzel einer irreductiblen Gleichung vom 
Primzahlgrade q ist und die Eigenschaft hat, dass alle ihre conjugirten 
Werthe durch sie rational im Bereich NR” ausdrückbar sind. 

Da diese Grösse { dem Bereich R’ nicht angehört, giebt es Indices 

u, für welche die Grössen g($) und p6,($) verschieden sind; wenn dann s 
die kleinste Zahl ist, für welche die Gleichung 

E= 0. 
besteht, so ist nach $4 die Zahl s durch g theilbar. 


In 


Dasselbe gilt also 
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von der Ordnungszahl der dem Ausdruck ®, entsprechenden geraden Per- 
mutation der Zahlen 1, 2,... r, da diese Zahl, wie oben bemerkt, gleich s ist. 
Nun kann man offenbar setzen 


E= 96) = Pla +04: +u,0,) = Yo, 9... 0), 


indem durch %, eine rationale Function, deren Coeffieienten dem Bereich R 
angehören, bezeichnet wird. Wenn dann wiederum 

o, = 1,08 
resetzt wird, so besteht, da die Funetion G@(z) im Bereich W irreduetibel 
st, die Gleichung 


-—. je 


g0,(d) = pl®;.; Vie, ) 
Eine gerade Permutation der Grössen w, lässt also den Werth des Aus- 
druckes & ungeändert oder nicht, je nachdem für den zugehörigen Ausdruck 
9, die Grössen (2) und 99,(£) gleich oder ungleich werden. Den Aus- 
drücken #, entsprechen also Permutationen, welche der Gruppe /” der den 
Werth & nieht ändernden Permutationen nicht angehören. Alle diese aber 
haben, wie gezeigt, eine durch q theilbare Ordnungszahl: es ergiebt sich 
also folgendes Resultat: 

Unter den eingeführten Voraussetzungen hat die Gruppe I’ aller ge- 
raden Permutationen von n Objecten eine Untergruppe 1" von der Beschaffen- 
heit, dass jede in I’, nicht aber in I" vorkommende Permutation eine durch 
q theilbare Ordnungszahl hat. 

Dabei ist die Gruppe /” von /' verschieden; ist also ö eine beliebige 
ungerade Zahl und kleiner als z, so kann die Gruppe /" nicht *) sämmt- 
liche eyklische Verschiebungen von ö Elementen enthalten. Denn bezeichnet 
en in der ge- 


Or 
oO > 


man die Elemente durch a, und die eyklischen Verschiebun 
wöhnlichen Weise, so bestehen die Gleichungen 


(4,4,434;...0,)(04,4,_1G;_2...4:4,) = (0,04;), 
(a,a,a,)(a,a,a,) = (a,a,)(a, @,), 
(aaa) = (a,0)(a,a;); 


man kann also aus allen Cykeln öter Ordnung alle Cykeln dritter Ordnung, 
und aus diesen alle Paare von Vertauschungen zweier Elemente zusammen- 
setzen; d. h. enthält eine Gruppe alle Uykeln öter Ordnun 
alle geraden Permutationen, also alle Permutationen der Gruppe Z. 


so enthält sie 


©, 


*) Vgl. Netto, Substitutionentheorie $ 35, S. 35. 
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Hieraus folgt, wenn ö eine beliebige ungerade Zahl zwischen » und 
1 ist, da alle Cykeln ungerader Ordnung gerade Permutationen sind, dass 
es stets in der Gruppe 7’ Permutationen öter Ordnung giebt, welche der 
(Gruppe Z" nicht angehören. Dann ist aber nach dem erhaltenen Resultat 
die Zahl ö durch q theilbar; unter den eingeführten Voraussetzungen müssen 
also alle ungeraden Zahlen zwischen » und 1 durch eine gewisse, von Eins 
verschiedene Primzahl g theilbar sein. Das ist aber offenbar unmöglich, 
sobald » >4 ist: es ergiebt sich somit folgendes Resultat: 

Bezeichnet man durch u,, u, ... a, Unbestimmte, durch w,, ©, ... @, 
die Wurzeln einer gegebenen Gleichung nten Grades, und genügt nach Ad- 
junction der Quadratwurzel aus der Discriminante dieser Gleichung der Aus- 
druck u0,+0@++-+u,0, einer irreductiblen Gleichung vom Grade JIn!, so 
kann die gegebene Gleichung durch Wurzelausziehung nicht aufgelöst werden. 

Es kann auch durch Adjunction einer Kette von Radicalen nicht be- 
wirkt werden, dass die gegebene Gleichung eine von der alternen verschiedene 
Gruppe erhält. 
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Ueber die Function = Bi |: 
(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 


r= 


1. 

Bei der Untersuchung der in der Ueberschrift genannten Funetion, 

die Gauss *) mit p(g,p) bezeichnet, die hier aber zum Unterschiede von der 
ebenfalls zu gebrauchenden Eulerschen g-Function und mit veränderter 
Stellung der Argumente w(p, q) genannt werden soll, werde ich von einem 
allgemeinen Hülfssatze Gebrauch machen, welchen ich zuerst in meiner 
Doetordissertation **) benutzt habe. Drerselbe lautet 


in verbesserter ***) 
Form folgendermassen: 


Jede Beziehung (p,g) zwischen zweı beliebigen ganzen Zahlen p und q 
gilt allgemein, wenn erstens dieselbe richtig ist für je zwei gleiche Zahlen, und 
wenn zweitens unter der Voraussetzung der Gültigkeit von (p, q) auch die 
Richtigkeit von (p+4q,q) und von (p,g+4p) sich beweisen lässt, wo k eine 
beliebige ganze Zahl ist. 

Man kann den Satz auch so aussprechen: 

Zwei Functionen F(p,g) und F,(p,g) stimmen für alle ganzzahligen 
Werthe ihrer Argumente überein, wenn erstens 


F(p,p) = Fı(p; pP) 


für jeden ganzen Werth von p und zweitens für beliebige ganze p, q, 4 

7 . Y zZ r a - \ N / 

F(p+kgq, )-Fip,g) = F(ptiq,)—-Fı(p, g), 

Rn) > ”/ ER 7 > 7 \ 

F(p, g++p)-Fip,g) = Fı(p, g++p)—Fı(p, q). 
Nennt man F(p-+Ag,g)—F(p, g) kurz die Aenderung der Funetion in Bezug 
auf das erste Argument, so sind also zwei Funetionen von zwei ganzzah- 


ligen Veränderlichen identisch, wenn sie für alle gleichen Werthe der 


*) Gauss’ Werke, Band 2, S. 61. 
**) Ueber eine Beweismethode in der Zahlentheorie. Göttingen 1883. 
*#) A, a. O. sind die Voraussetzungen nicht alle nothwendig. 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 1. I 
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beiden Veränderlichen übereinstimmen, und wenn sie in Bezug auf beide 
Argumente dieselben Aenderungen besitzen. 
Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem Euklidischen 


Algorithmus zur Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Theilers zweier 


Zahlen. Um zu zeigen, dass die zu beweisende Beziehung gilt für die 
Zahlen p und q, setze man 

p=hq+tp, 

q=kp+p, 


pe» = ICDyEDLpN, 
n(r-1) __ (v) „v ml) 
p = +, 


— ! 


wo p>q> p >> p" und p" der grösste gemeinschaftliche Theiler 


von p und q ist. Da nach der ersten Voraussetzung (p’, p"”) richtig ist, 


so gilt dasselbe nach der zweiten Voraussetzung für (p""", p®>) und für 


(p’, p®="), folglich auch für (p""", pr?) und für (p"®, pe") u. s. w., 
zuletzt auch für (p, q) und für (g,p). 

Wenn die beiden veränderliehen Zahlen immer theilerfremd sein 
sollen, so ist beständig p”’= +1, und die erste Voraussetzung vereinfacht 
sich dementsprechend. Wenn p und q gerade oder ungerade sein können, 
so kann man alle in dem Euklidischen Algorithmus vorkommenden Zahlen 
positiv annehmen, wenn dagegen die in der zu beweisenden Beziehung vor- 
kommenden Zahlen immer ungerade sein sollen, so sind positive und nega- 
tive Werthe von p, q, pP, pP’, .:., 4, #,... zu berücksichtigen. 

Die Anwendung dieses Hülfssatzes zum Beweise von gegebenen 
zahlentheoretischen Theoremen ist offenbar deshalb von Vortheil, weil dabei 
der einzuschlagende Weg von vornherein vorgeschrieben ist. So kann man 
z. B. den Satz des Herrn Cesaro 

r=n—1l 


rm u sn 
B Imx+ | m 5 Inx+ |. 
r: () n 2—1) m 


wo m, » ganz, e nicht ganz ist, welchen Herr Stern im 102. Bande dieses 
Journals, S. 9 ableitet, beweisen, indem man ihn auf die Form bringt 


if ae +rm n-Ifra@a-+sn 

> _ = > _— 

— u h) 
r- 0 wi 1t $ U) m _ 


wo « statt mnx gesetzt ist, und nun zeigt, dass die Aenderungen der linken 
n(n—1) 
ni 


und der rechten Seite in Bezug auf m beide gleich A - sind, was 


a 
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links sofort erkannt wird, während man es von der rechts stehenden Fune- 
tion durch Betrachtungen, wie sie ganz ähnlich auch im Folgenden anzu- 
stellen sind, ohne grosse Mühe zeigen kann. 

Der Hülfssatz lässt sich aber nieht nur zum Beweise von schon ge- 
gebenen Sätzen benutzen, sondern kann auch, wie sich zeigen wird, zur 
Auffindung von Eigenschaften zahlentheoretischer Funetionen dienen. 


‘) 


Die Function w(p, q) wird für positive ungerade Werthe von p und 
q definirt durch die Gleichung 


gl 
u a 
v(p,q)= 2 | |. 
ı=1 4 - 


Gauss lässt auch gerade Werthe der Argumente zu, ebenso Herr E. Sche- 
ring *), welcher eine andere Function anstatt der grössten ganzen Zahl be- 
nutzt; wegen der hier zu befolgenden Methode ist es aber vortheilhatfter, 
p und g nur ungerade Werthe annehmen zu lassen. Dadureh wird es noth- 
wendig, die Function auch für negative Werthe der Argumente zu erklären. 
Ist q positiv, das erste Argument negativ = —p, so bleibt die ursprüngliche 
Definitionsgleichung anwendbar, es ist nach der Definition der grössten 


vanzen Zahl 


g—1 ’ —1 
75, —ır] g—1 . | Pr 
— md y = — — % 
vi, 9) Sch | q | 2 ı tg J 
also 
\ —| / \ " 
v(—p, g) — _ q = —Ww P: Qq, b q , ), 


Ist das zweite Argument negativ, so ist es nieht so selbstverständlich, welche 
Bedeutung man in diesem Falle dem Zeichen w(p, q) beizulegen hat. Es soll 


» ig 
Y\P, 9) = PP: 4, 
sesetzt werden, einerlei ob p positiv oder negativ ist. Hiernach findet man 
v(-p,—4)=—-Y(-P,g)= 5 +Y(p 9) 


Es möge noch festgesetzt werden, dass p und q immer relativ prim zu ein- 


*) Ueber die Bestimmung des quadratischen Rest-Charakters. Abhandl. der Gött. 
Gesellsch. d. Wiss. Band 24. 
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ander sein sollen, weil dadurch erreicht wird, dass P*_ für die in Betracht 
kommenden Werthe von x niemals gleich einer ganzen Zahl wird. Diese 
Beschränkung ist nicht sehr wesentlich und brauchte nicht gemacht zu 
werden, wenn man die für den Fall eines ganzen « zweideutige Definition 
von [«] zu Grunde legen würde, wie ich das in früheren Arbeiten gethan habe. 

Um nun die Aenderungen von w(p,g) zu bestimmen, setze man zu- 
nächst p, q, A als positiv voraus. Dann ist, indem wegen der beständig 
ungeraden Argumente 24 statt A gesetzt wird, 

PER, ion 


> F(p+2Ag)r 
w(p+2ig, = 3 [FH or} 





z=1 q 
we 


also die Aenderung in Bezug auf das erste Argument 
9; ‚gi1gr1 
v(p+2ig, Dun, D = 5 
Die Bestimmung der Aenderung in Bezug auf das zweite Argument 
bietet etwas mehr Schwierigkeiten. Es ist 


g+ 2ıp —1 
rk 


‘7 . PX 
w(p, q-+2ip) = h ee as |: 
P gr2ip) ss Grm. 
BE. sm 
R . ä ? fpx n 
Um zu sehen, wie dieser Ausdruck sich von is unterscheidet, be- 
z=1 


denke man, dass diejenigen Vielfachen von p, welche zwischen hg uni 

, . — 5 . . . 

(h+1)g liegen, wh=0(, 1, 2,... E— ‚je den Beitrag h zu dieser letz- 
x 5 1) * »—]1 . . .. . . 

teren Summe liefern. Den Beitrag FT liefern diejenigen Vielfachen von 


») 
" r—1 u r a 
p, welche etwa noch zwischen en und | liegen. Das kleinste Viel- 


fache von p, welches grösser als hg ist, sei kp, das grösste Vielfache von 
p, welches kleiner als (A+-1)g ist, sei A'p, also 
kp=hg+r, Kp=(h+1N)g—r, 
wo die positiven Zahlen r und r — p sind. Dann ist 
(k+24h)p = h(q+24p)+r, (kK+24(h+1))p = (h+1)\(g-+2ip)—r, 

und daraus geht hervor, dass die Anzahl K+24(h+-1)—(k+24h)-+1 der 
zwischen h(q+24p) und (kA+1)(g+22p) liegenden Vielfachen von p genau 
um 24 grösser ist als die Anzahl #—k-+1 der Vielfachen von p, welche 
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Busche, über die Gausssche Function (a,b). 


. . oo —] . 
zwischen hg und (A+1)g liegen. Für h= ET sei analog 


—] | ) 
kp= "I-g+r. kip= 5I-rı- 


Dann ist 


na 1 —1 —] . : - y Bi r ) ) ı Oo: \ 
(k+225 Ip = Pr ip)+r,, (+22 5)p = 5 (g+2ip)—r,, 


“) 


. —1 f Aa ) ı 0% n r. . 
so dass zwischen - (g+2)p) und E (g+2ip) genau 4 Vielfache von p 


. . —] H “ . » . 
mehr liegen, als zwischen ”, q und Ti. Es ist folglich 
g+2/p—1 g—1 
N [ B | a | [| )+24(1+2+ ER Fa )+i p—1 
—1 q+2Ap be q 7 uch, > > 


oder 


nn 


ı ma.r N pP —] ; 
w(p, g+24p)—w(p,g) = AN ) 


Ist das ursprüngliche erste Argument negativ =—p, so ist wieder, wie 
leicht zu sehen, 


\ ; .g—1 -1 
w(—p +24g, u w(—Pp, q) > k l > U > 


und auch in Bezug auf das zweite Argument, wenn dieses negativ ist, er- 
giebt sich die Aenderung den soeben angestellten Betrachtungen analog auf 
folgende Weise. 
Aus 
kp=hgq+r, kKp= (h+1l)g—r 
folgere man jetzt 
(—k+24h)p = h(—g+2ip)—r, (—k+2iCh+1))p = (h+1)(-g+2ip)-+r', 
wo —q+24p >0 ist”). Die zwischen h(—g-+24p) und (kA+1)(—g-+24p 
liegenden Vielfachen von p sind also 


(—k+24h+1)p, (k+2h+2)p, .».. (K+2Ah-+1)- 


l)p; 

ihre Anzahl ist 22—(#—k+1), während #—k-+1 Vielfache von p zwischen 
hq und (A-+1)g liegen. Dabei ist zu beachten, dass für a=0 auch das 
Vielfache Op mitgezählt ist, was eigentlich nicht richtig ist, dass dies aber, 


weil dieses Vielfache den Beitrag Null liefert, ohne Einfluss auf das Re- 


sultat bleibt. Für h = ?— 


5— Ist die entsprechende Anzahl 4—(k,—k,+1), 


*) Da aus dem mittelst des Euklidischen Algorithmus geführten Beweise des anzu- 
wendenden Hülfssatzes hervorgeht, dass hier p 


> q vorausgesetzt werden kann. 


Be 
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' f re’ = . —] . 
wenn 1—A,+1 Vielfache von p zwischen I und - liegen. Daraus 


2 
tolgt 
x- 7 rap Kur g9—1 
2 pr r a p21,.n. p—3 p—1 
z (a) - - 2 ehalreH Hz drrzt, 
d.h. 
’ ar 
Y(p, —g+2ip) = —w(p, +) 
oder 


vp, —g+2ip)—w(p, —g) = a(PZ1). 


Die bis jetzt erledigten Fälle genügen, um daraus die Aenderungen 
der Funetion w(p, q) bei beliebigen Vorzeichen der Grössen p, q, A abzu- 
leiten. Es empfiehlt sich aber, der weiteren Betrachtung nicht diese Fune- 
tion selbst, sondern die Functionen 

F(p, q) = v(p, + wg, p) = Fa, p) 
und 

fp, 9) = vn DW pP) = —/(4 P) 
zu unterwerfen. Dieselben verhalten sich in Bezug auf die Variabeln voll- 
ständig, bezw. bis auf das Vorzeichen symmetrisch, so dass man nur in 
Bezug auf das erste Argument die Aenderungen zu berechnen braucht, die 
sich überdies einfacher gestalten als für die Funetion w(p,g) selbst. Es 
sind hinsichtlich der Vorzeichen der drei in Betracht kommenden Grössen 
acht Fälle zu unterscheiden, die einzeln untersucht werden müssen, wobei 
mit p, q, A vorläufig wieder positive Zahlen bezeichnet werden sollen *). 


(1) p,g, 4 Es ist 
> Zu al „gl a+1l,./g-1N’ 
v(p+2g, D-v(p, Dr p+ Ag yg, pP) = 15 - Ira). 


Also ist 


—1 
F(p+2ig, )—F(p,g) = 14, 


. g—]1 
Kp+ 2ig, )-/(p,Q) = 4, 


*) Das unverändert bleibende Argument g darf >p vorausgesetzt werden. 
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BE 2) 9,9 —M 
v(p— 24, g)—w(p, g)t(w(g, p—24g)—w(q,Pp)) 


ö II _yl-p+22g, +5 tun, D+(- wg, —p+24g)+w(q, —p)) 


.g—1 q+1 _,./g-1N\ 
= -1I7 . FA =)» 


F(p—24%g, n)-F(p, q) RABEN ®. 15 


a R .g—] 
fp-ag,d-IBD =, 


(3.) a h. 


v(p—2ig, —gq)—-w(p, —g)t(w(—g,p—2ig)—w(—4,P)) 


q-1, ae ı  qg-1 P \ 
5 t+V-p+2g,d-75-—-V-B4 
va IE u 
+( „ac. re -w(g, —p+24g)- . = 


- - 


w(g,—p)) 


SI rl Fr, 


.) 


u/ . 3 / \ ’ ( 4 
F(p—24q,—q)-F(p,—q) = 44, —1, 


fKp-24g, -g)-f(p, -g) = —4 


(4) —-9, 9 4 
M , ka I ; ’ .q-1 g+] .(g—] 
w—p+224, g)-w—p,g)+(wlg, pH Ag) wg, —p)) =, + ut 





ne, e N v N - ( —] 
F-p+24,Q)-F(-p,g) = 4q | 2 


; / ı 9% \ a/ \ NE ua l 
f-p+2g, )-I-m N) = Ey 
(9.) Ps 0 —. 

w(p+2ig, -N)-w(p, -Ntlv(—g,p+2ig)—w(—q,p)) 


2 ' N Ir Dar -—] u en 1 P 
= —w(p+2ig, g)+w(p; D+(- z —v(q,p+24g)+ 5 try P, ) 





.qg—1 g+1 _,_—-,/g-1\ 
= —U > 5 +Ag+A\- 5 )- 





g+1 


.) 


N I 0973 N L/ Een y 
F(p+2ig, -q)—-Fip,-g) = —ig 





f(p+2ig, - DI -g) = 
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) u, 
w(—p—2ig, q)-w(—p, )+(w(q, -p—24g)— w(g, —p)) 
= — Ian —y(p+2äg, qQ)+ tro Q)+(-v(g, p+2ig)+w(q, p)) 


F Fp-%g, u (-Pp,g) = —ı 1 
f=p—2ig, g)-f(-P, 9) %e 
(7) —p —% 4. 
v(—p—2ig, -g)-v(-p, N +(wl-g, —p—24g)- v4, —Pp)) 
1 +y(p+2ig, g)— 1 -v(p, q) 


’p+24g—1, u |} 
HZ + yq, p+ ig) Tv, P)) 


- 11 TEN ne 


.) 


| 

| 

>> 
I) 


E ; rt 
F(-p—2ig, -gQ-F(-p,-g) = ig I, 


_ 


f-p-2QAg,-D-f-B -9 = Ri 


(8.) -— mn, 7 —h. 
v(—-p+2ig, -g)—-w(—p, -gq) +t(y(—g, -p+24g)—Y(--q, —Pp)) 
= vl pr2ig, g)+WC-P, 9) 


—p+24g—1 9; a 
HT ug, -p+ 21) +9 -P)) 


Be = .. Figr( IT +1. 
. . g+1 
F-p-+2ig, —g)-F(-p, —q) = 11541, 
4 973 r - +1 
f-p+2g, fg) = 45-1. 


— 


Wenn jetzt p, g, 4 positive oder negative Zahlen bedeuten, so kann 
man diese verschiedenen Fälle in folgende Formeln zusammenfassen: 


l 
>> 
IQ 


F(p+24q,g)-F(p, q) 


f(p+2ig, g)—-f(Pp, 9) 
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wo 
e—1 ö—1 ne ed 


N u; .) .) 3 > > , 


= _ 


wenn man mit Öd das Vorzeichen von q, mit e das von p und mit € das 
von p+24g bezeichnet: n ist nur dann von Null verschieden und = +1, 
wenn entweder nur in der ursprünglichen oder nur in der abgeänderten 
Function beide Argumente negativ sind. 

Die Aenderungen in Bezug auf das zweite Argument folgen hieraus 
unmittelbar: 


u _% 7 \ . —] 
F(q, p+2ig)—F(q,p) = Mg, - 


a v \ . 9—] 
fg,p+2ig)—-f(gp) = I, —n, 


wobei also mit q wieder das unverändert gebliebene Argument bezeichnet ist. 


4. 

Nachdem so für die Funetionen F(p,g) und f(p,g) die Aenderungen 
bestimmt worden sind, ist die Frage zu erörtern, ob sich nicht einfache 
Ausdrücke in p und g finden lassen, welche dieselben Aenderungen be- 
sitzen. Wenn diese dann für a=qg= +1 mit F(p, g), bezw. mit f(p,gq). 


übereinstimmen — was nöthigenfalls durch Hinzufügung einer constanten 
(srösse zu erreichen wäre — so müssen F(p,g). bezw. f(p,g) mit den ge- 


fundenen Ausdrücken identisch sein. In Bezug auf die Funetion F(p, q) lässt 


' ' n —1 g9—1 e—1 d—1 
sich diese Frage sofort beantworten: der Ausdruck / a 2 I 5 


hat dieselben Aenderungen wie F(p,g) und stimmt auch fürp=g=+I| 
mit F(p,g) überein. Es ist folglich 
M p—1l g9—1 e—-1 d—I 
Fp,d=VB,Nd+YVGP)= 5 5-37 


IV 


Diese Formel enthält, wenn p und q Primzahlen sind, das Reei- 
proeitätsgesetz für das Legendresche Zeichen, oder wenn p und q zusammen- 
vesetzte Zahlen sind, und man die von Herrn E. Schering *) und von Herrn 
Kronecker **) vorgenommene Verallgemeinerung des Gaussschen l,emmas 
voraussetzt, das Reeiproeitätsgesetz des Jacobischen Zeichens. Der in meiner 


*) Berliner Monatsber. 1876, S. 300 und Acta Mathem. 1. 
**) Berliner Monatsber. 1876, S. 301 und in früheren Universitätsvorlesungen. 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft l. 10 
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oben erwähnten Dissertation gegebene Beweis des Reeiproeitätssatzes stimmt 
im Prineip nahezu mit der Herleitung der letzten Gleichung überein, er- 


scheint aber in einer Form, die vielleicht Anlass zu Missverständnissen zu 
3 > 1 1 “* 
geben geeignet ist *). 


. . - » . ai 
Die Function f(p, g) hat, abgesehen von 7, die Aenderungen +4 aa 
Es lässt sich nun kein aus p und g rational gebildeter Ausdruck ohne 
Weiteres angeben, der dieselben Aenderungen besitzt, ja es giebt, wie sich 
zeigen wird, einen solchen Ausdruck überhaupt nicht, aber man kann ein- 
R a s .g—1 
fache Funetionen von p und q bilden, deren Aenderungen sich an +4 E 
mehr oder weniger nahe anschliessen. Eine solche Function, bei der sich 
” n ’ s De, : 
überdies der Unterschied zwischen ihren Aenderungen und +4 En in ein- 


4 
erwähnte Unterschied it $,: Fürp=g=+1 stimmen die Functionen 


u | . . . . . 
f(p; g) und . n überein, sie sind aber wegen der verschiedenen Aende- 


» . . . ) . . a %& 
fachster Weise angeben lässt, ist [ I. ihre Aenderungen sind +4 m, der 


rungen nicht identisch, sondern unterscheiden sich um den vierten Theil der 
Summe aller in dem Euklidischen Algorithmus vorkommenden Grössen 24, 
diese mit abwechselnden Vorzeichen genommen, und um die Summe der 
verschiedenen Grössen n, die ebenfalls mit gewissen, zu bestimmenden Vor- 
zeichen in Rechnung zu bringen sind. Aus dem Euklidischen Algorithmus 


p = 2ig+p, 
q ER 2ip-+p", 
p gene 24 p—+p" 


b) 


pe? = HMI LIN, 
per = AN Ln, 
wo p’ = +1, folgt 
(BD = rar HR + H-DAN)HER), 


wo 2n' die Summe der mit den richtigen Vorzeichen versehenen Einheiten 
ist. Um zu entscheiden, welches der beiden Vorzeichen vor der Klammer 


*) Vgl. die Reproduction des Beweises von Herrn O0. Baumgart. (Ueber das quadr. 
Reciprocitätsges. Leipz. 1885.) 
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zu nehmen ist, bedenke man, dass man von f(p,g) übergeht zu f{p.q) 
vermittelst der Gleichung 


(4 / 1] \ . y—|1 
f\p: g) . fip ‚q)3 l. .) rn, 
während 
u DU: Aber: ER 
4 I; 4 7 
ist. Hieraus sieht man, dass „ mit dem Vorzeichen — zu versehen ist, 


wenn man das, absolut genommen, kleinere Argument an die zweite Stelle 
setzt. Eine Einheit 7 ist jedesmal dann hinzuzufügen, wenn in einer der 
(leichungen zwei auf einander folgende, und nur zwei, der drei in derselben 
vorkommenden Grössen p" >, p", p'“'" negativ sind, oder — was praktisch 
wohl noch etwas leichter zu übersehen ist — wenn entweder alle drei auf 


“) p“*" negativ sind oder nur 


der rechten Seite stehenden Grössen 24, p, 
die an zweiter Stelle befindliche pp". Ueber das Vorzeichen der hinzu- 
zufügenden Einheit gilt die aus (3.) und (8.) des vorigen Art. folgende Regel, 
dass dieses Vorzeichen das entgegengesetzte ist von dem des Beitrages, den 


l 


die entsprechende Grösse 4 zu f(p,g) liefert. Es ist also, wenn die > 
nach diesen Gesichtspunkten bestimmt sind, 


Kud = FT AA HH DAN)+EN, 
f(q.p) = T- Ha + HIN) HEN). 
Beispiel. p=-201l, qg=-6l. 
-201= 4.-61)+448, Y=+l, 
— 61=(-2). 43 +25, 
= 2. db» —- 1, 
ie Di Am 
ren re We 
AALEN, PrrBIEE DON AeGE 5 POERIE D 
> — 201-461 : - 3 I ap 
f(-201, — 61)= —G—-—4@+1414+241-1)42 = 35-1 = 36, 


f(— 61, —201) = 36. 

*) Es empfiehlt sich, das Zeichen + vor 2n' beizubehalten, damit auch in diesem 
Falle die angegebene einfache Regel zur Bestimmung der n’ anwendbar bleibe. 
10* 





























Busche, über die Gausssche Function y(a,b). 


Da 
re eg 
so folgt 
v(— 61, —201) = +38 _ 1583, 
=, RE 


Um diese Rechnungen zu bestätigen, will ich w(—61, —201) auch 
mit Hülfe der von Gauss angegebenen Regel berechnen. Um w(61, 201) 
zu bestimmen, setzt man nach Gauss 
201 = 3.61+18, 
61 = 3.18+ 7, 


18 = 2. 7+4, 
7=1.4+3, 
4=1.3+ 1 


und hat dann 
v(61,201) = [5 *)-eIEH- 
+53 ]+13D-3(21+18 D-+-) 


ui 


— 100.30 30.9+9.3+3.2+2.1 
133.30 +30)-3(P+N+28+3) 12 +2) +1 +D)! 
— 3167-1684 = 1488, 
also ist 
O1Z1 | 1483 = 1583, 


—_— 


w(—-61,—201) = ° 
wie oben. 

Man sieht hieraus, dass die auf der Bestimmung von f(p,g) be- 
ruhende Methode zur Berechnung von w(p,g) weniger Rechnung erfordert 
als diese direete Bestimmung von w(p, g). Noch deutlicher tritt das hervor, 
wenn die Zahlen p und g recht gross sind, wie bei dem folgenden Beispiel, 
welches sich von dem von Herrn E. Schering a. a. OÖ. behandelten dadurch 
unterscheidet, dass die zweite Zahl um 1 grösser angenommen wurde. 

= 155006407, q = 14930353. 
Aus 








tolgt 


f(155 006 407, 14 930 353) — 
21-1111 1Hl—1-)- 


Da 


F(155 006 407, 14 950 353) = 77 503 203.7 465 176 = 578 575 050 958 728, 


155 006 407 = WW. 
14 930 353 = ® 


> W287 = 2. 


Busche, über die Gausssche Function y(a,b). 


14 930 353 +5 702 877, 
5 702 877 +3 524 599, 
3524599 —1 346 321, 


3524599 = (—2). (-1346 321)+ 831 957, 


1346 321= (-2). 
831957 = 2. 


311595 = 2. 


196 771= (2). 


75949 = (—2). 
44 873 = 4. 
137917 = (—2). 

-10 315 = 2. 

(—2). 

3391 = (—26). 

—131 = 5 

-dD= m; 


—6 833 = 


831 957 + 
317593 + 
196 771 — 
(—75 949) + 
44873 + 
13 1797 — 
(—10 315) — 6 833, 
(—6 833) + 3 351. 
3351 — r31, 
(-131)— DD, 
(—-35)— 21, 
(—21)— 15. 
(—13)+ 


317 593, 
196 771, 
75 949, 
44 873, 
15 797, 
10 315, 


>, 
>. 
—3)— 1, 
1 


155 006 407 — 14 930 353 


4 


= 35 019 0131--71 = 35 019 006. 


so ergiebt sich 


und 





R 2” 155 En 


s 


z=1 


1(518 575 050 958 728+35 019 006) = 289 287 542 988 867 


Ss 


14 950 353 


ur en | 14 930 353. | 


=] 





155 006 407 


1(518 575 050 958 728 — 35 019 006) = 289 287 507 969 861. 







































Busche, über die Gausssche Function y(a,b). 


Das von Herrn Zeller *) angegebene Verfahren die Function w(p, q) 
zu berechnen, welches Herr E. Schering **) bewiesen und erweitert hat, 
besitzt mit dem eben auseinandergesetzten eine gewisse Aehnlichkeit. Da 
auch gerade heste in dem Eauklidischen Algorithmus zugelassen werden, so 
ist das Scheringsche Verfahren zwar weniger elegant, führt aber vielleicht 
trotzdem in der Regel schneller zum Ziele. 

Wenn es nur auf den Rest von w(p, q) nach dem Modul 2 ankommt, 
sind andere bekannte Methoden zur Bestimmung dieses Restes, wie sie von 
Eisenstein, Lebesgue, Sylvester, Gegenbauer, Kronecker***) beschrieben sind, 
allerdings wohl bequemer. Obgleich es aber bei der praktischen Ver- 
werthung der Function w(p, g) in der 'T'heorie der quadratischen Reste auf 
diesen Rest (mod. 2) allein ankommt, ist doch, glaube ich, der angegebene 
Weg, die Funetion f(p, g) zu bestimmen, nicht ohne Interesse. weil er ge- 
stattet, eine an und für sich bemerkenswerthe Eigenschaft dieser Funetion 
zu erkennen, die sieh in dem folgenden Lehrsatz ausspricht. 


- 


D. 
Lehrsatz: Für einen gegebenen Werth qg des einen Argumentes von 
f(p, gq) giebt es genau p(q') Werthe p des anderen Argumentes, für welche 


) 


A . . . 
der Ausdruck f(p, en! T gleich irgend einer gegebenen ganzen oder halben 
ganzen Zahl wird; dieselben sind in Bezug auf den Modul q alle incongruent. 
Beweis. Es sei p’ eine der y(q’) zu gq’ theilerfremden, ungeraden 
Zahlen, die absolut genommen kleiner sind als q’; dann setze man 
0 ont! Zi 
g = @iptp,; 
p = 2’p'+p", 
p“ U 2, 


wo p"’= +1, und bestimme hiernach 


0 


' 0) p—gq 1 N" “(v f ' 
pP, )- 4 = 3a HN) + Zn. 


*) Abh. der Gött. Gesellsch. d. Wiss. Band 24. 
**) ebendaselbst. 
***) Eisenslein: dieses Journal, Bd. 37, S. 317. Lebesque: Liouvilles Journal, Bd. 12, 
S. 497. Sylvester: Compt. Rend., Bd. 90, S. 1053. Gegenbauer: Wiener Berichte 1880 


(November). Kronecker: Berl. Mon. Ber. 1884 S. 519. Vergl. die Zusammenstellung von 
Baumgart, a. a.0. S. 69. 
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Busche, über die Gausssche Function (a,b). 


Ist die rechte Seite dieser Gleichung nun gerade gleich der gegebenen 
Grösse c, so ist p' eine der gg’) Zahlen p, von denen in dem Satze die 
Rede ist; muss aber zu der rechten Seite noch - hinzutreten, damit c heraus- 
komme, so fügt man zu dem Gleichungssystem als erste Gleichung noch 
hinzu 

p = (-24)g +p 
und hat dann 


/ n__P—4 _ l/_23 _ I’ 13"... IN L Sn nr 
f{p: 9 )- EEE ET TE en € 


Die hinzuzufügende Gleichung modifieirt sich in leicht zu ersehender Weise, 
wenn gerade bei ihr eine Einheit 7 hinzukommt. So kann man zu jeder 
der p(g) Zahlen p' eine einzige mit ihr nach dem Modul g’ eongruente 
Zahl p bestimmen, welche die gestellte Bedingung erfüllt. Ausser den so 
gefundenen Zahlen p giebt es aber offenbar keine anderen, welche derselben 
Bedingung genügen, da man von g’ aus nur zu den g(q') Euklidischen Al- 
gorithmen gelangen kann, die durch g’ und die g(q’) Zahlen p’ bestimmt sind. 


Setzt man z.B. g’= 15, p = 13, so bekommt man aus 
5= 2. 13-11, 
13 = (—2).(-11)—- 9, "= -1, 
-11= 2.- +7 r7=-l 


\ 


- 9=(-2), +5, 

i= 2 3 — 3, 

= (—2).(- )—- 1 7=-—1 
- 3= 2.—- D)D-1 

13—15 


(13, 15)— = 4(1414+14+1414141)-3 =1, 


so dass, wenn c=( gesetzt wird, als erste Gleichung noch 
43 = 2.15+13 


hinzukommen muss. und 


2 1r 45 —12 
f(43, 15), 6 
gefunden wird. Die sämmtlichen Lösungen der Gleichung 
ER . —i 
v(p, 15)- y(lö, pP) = 0 


4 








Busche, über die Gausssche Function (a,b). 


p=-18l, —53, —123, 11, 19, 43, 83, 211. 


Aus dem eben bewiesenen Lehrsatz folgt, dass f(p, )-— und 


folglich auch f(p,g) und w(p,g) nicht durch eine rationale Function R(p,g) 
dargestellt werden können. Auch gleich einem Ausdruck [R(p, q)] kann 
f(p. q) schon deshalb nicht sein, weil [R(p, gq)], abgesehen von n, die Aende- 
g—1 


.) 


— 


rungen +4 besitzen müsste. Da nämlich dieser Ausdruck eine ganze 


Zahl ist, so müsste R(p, g) dieselben Aenderungen haben, und das ist nicht 
möglich. 




















Ueber den gemeinsamen Theiler zweier ganzer 
Functionen einer Veränderlichen. 


(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 


In dritten Abschnitte seines Aufsatzes: „Ueber einige Anwendungen 
der Modulsysteme auf elementare algebraische Fragen“ *) hat Herr Kronecker 
das fundamentale Problem der Darstellung des grössten gemeinsamen Thei- 
lers von zwei ganzen Functionen von x für irgend ein Primmodulsvstem 
des Bereiches ihrer Coefficienten behandelt. Der Weg, den er dabei ein- 
schlägt, schliesst sich an die abgekürzte Bezout-Jacobische Methode der 
Elimination an; es werden die in dieser Methode auftretenden Uoefficienten 
zur Bildung gewisser Funectionen benutzt, zwischen denen sich merkwürdige 
„fundamentale Aequivalenzen“ auf bequemem Wege entwickeln lassen; aus 
ihnen fliesst dann, gleichsam von selbst, das gewünschte Resultat in vollster 
Allgemeinheit. So ist durch diese Arbeit ein prineipiell wichtiges Problem 
in grösster Einfachheit zu vollkommenem Abschlusse geführt. 

Nach einer anderen Seite hin aber knüpfen sich an diese bedeut- 
samen Untersuchungen noch einige Fragen an: „Lassen sich die Kronecker- 
schen Ergebnisse auch auf das alte Eulersche Eliminationsverfahren iüber- 
tragen? Und in welcher Beziehung stehen, wenn dies der Fall sein sollte, 
die hier und die dort benutzten Modulsysteme?“ 

In meiner Arbeit im Bande UIV dieses Journals hatte ich einige 
Fragen hinsichtlich der Coefficienten des grössten gemeinsamen T'heilers 
zweier ganzer Funetionen von x erledigt, die als Vorarbeiten zur Lösung 
der eben ausgesprochenen Probleme angesehen werden konnten. Ich bin 
dann in der Festschrift der Hamburger mathematischen Gesellschaft auf 
dasselbe Thema zurückgekommen, um einen weiteren Schritt in der Be- 
antwortung zu thun. Hier endlich will ich diese Frage, und zwar ohne dass 


*) Vgl. dieses Journal, Band IC; S. 346 ff. 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 1. 11 
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ich es nöthig hätte, auf jene Arbeiten zurückzugreifen, völlig zu Ende 
führen, was mit Hülfe einiger, ganz elementarer Determinantentransfor- 
mationen möglich sein wird. Ich kann es nicht unerwähnt lassen, dass, 
wie diese Arbeit sich völlig auf die Kroneckersche stützt, ja eigentlich nur 
eine Uebersetzung der Resultate jener Abhandlung ist, so auch die Ver- 
anlassung zu derselben auf eine freundliche, mit Dank von mir benutzte 


Anregung meines verehrten Lehrers, des Herrn L. Kronecker zurückzu- 
führen ist. 


Ich verstehe unter x, a, @, ... a,, Du, db, ... b, unbestimmte 
Variable und setze 


Y(z)=aa0"+a2""+--+a,, Be) = br" +ba” +. +b,; 


I n? 


ferner sei im Anschluss an meine früheren Bezeichnungen 


Br a Fr ern 
re a Re 
En RN Fa 
IHR EEE = Ta 


rn ut Fa u 
Ze ae b 

gesetzt; die schärfer markirten Punkte in den Determinanten sollen ver- 

schwindende Elemente bedeuten. Nun stellen wir die Determinante 


m—1 


m+ a 


Bet Baia 
bi rer u 


n A,, . . . . . . u di, 3 er‘ V(z) 


Fr u ’4 ım-—1)/ a "(m—1)/, Yon 
een bean D°.Bla), = VD). EN) Ve) dle) 
wert RE AZ 1.V (x) 
ee ee 1.9 (x) 
auf und redueiren die linke Seite dadurch, dass wir von der letzten Colonne 


die mit ©” *”"“ multiplieirte «te Colonne füre=1, 2,.... 2m-—1 subtrahiren. 
Das ergiebt dann die Gleichung 


(1.) Bla) VDE) BD (E)Vle) = Weg), 


in der die Grössen VY""(z), "I (z), W")(z) folgende Bedeutung haben: 
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| u en. A 
a 1 ya a a rn 
ae ne a 
BU) = —|, a "ER up 
. eier 
. a Ba: a et i 
(2.) 
rs, ar a 
u an ut 
a u er Te 
ee A ee 
i Re ’ 
i ri ei l 
(2°,) We) = der re +r ._ et 


Ich habe hier dieselben Bezeichnungen eingeführt, welche Herr Kronecker 
gewählt hat, so dass z. B. unsere Formel (1.) äusserlich buchstäblich mit 
seiner Formel (&,.) übereinstimmt; es sind aber die Funetionen V"—„(r), 
Bee), WV)(z) hier ganz anders definirt als dort. Dass eine wirk- 
liche innere Uebereinstimmung herrscht, muss also erst noch gezeigt wer- 
den. — Die bei Herrn Kronecker entscheidende Gleichung ist die unter (B.) 
angegebene; sie bietet eine Beziehung zwischen den Grössen YV (2), B"’(r), 
vv»), BUP(z), welche wir für unsere gleichbenannten Funetionen in 
folgender Weise ableiten. Man entwickelt die Determinante 


+ ) 
A, da, ...° [ ” . ..». d,,,, . . “ . “ . . ...» . Mn ” 
b, b, ... * [ ... 98 b,,, “ . . f} . . . . . - - Ab 
1 
® dA, ... » . oe... (d)n—1 . [7 BB 6 & . nie u . T “. 


Zm—]1 











® b, oo... . a b, o ® ae Z ur gr 
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dem Laplaceschen Zerlegungssatze gemäss nach den Subdeterminanten der 
ersten (2m--2) und der letzten 2m Zeilen; dann ergiebt sich ihr Werth gleich 
BIN) VIE) BRITZ VN LE), 
Andererseits gestaltet man dieselbe Determinante in folgender Weise um. 
Zunächst subtrahirt man von der «ten Zeile die (@«—2m)te für « = 2m-+3, 
2m-+-4,... 4m+2; dann addirt man zur ten Colonne die (-+2m)te für 
P=2, 3, ... 2m. Das Resultat dieser Operationen ist, dass das Schema 
der (2m+-2) ersten Zeilen ungeändert bleibt, dass dagegen in den beiden 
letzten Colonnen der letzten 2m Zeilen nur Nullen auftreten, und dass die 
(2m)te Colonne der letzten 2m Zeilen statt wie bisher Nullen, nun die 
Klemente 
— ln Dans Gin Den ++ 75 —D, 


enthält. In dem Systeme der 2m letzten Zeilen giebt es jetzt daher nur 2m 
Colonnen, deren Elemente nieht sämmtlich gleieh Null sind. Entwickelt 
man jetzt also wieder dem Laplaceschen Satze gemäss nach den Subdeter- 
minanten der (2m+-2) ersten und der 2m letzten Zeilen, so liefern diese 
letzten nur eine von Null verschiedene Determinante, und diese hat, wie 
man sofort sieht, den Werth 7,,. Der zu ihr gehörige Factor ist 


d, 4, a . a U, 2“ r (2m +2) 
ne ge" 

it eu 

. es ai rn 1 R 

® . „EEE b, A. “ 1 


Subtrahirt man in dieser Determinante von der «ten Zeile die mit = multi- 
plieirte (@+2)te, wobei « die Werthe 1, 2, ... 2m durchläuft, und addirt 
dann zur ten Colonne die mit x multiplieirte (—1)te für %=2,3,... 2m, 
so ist die Gesammtänderung in der Determinante dieselbe, als ob man = 
sesetzt hätte, und der Werth der Determinante wird folglich 7,,, sein. Somit 
erhält man, der Kroneckerschen Gleichung (B.) entsprechend 


3) BE) VDE) Be Da) Va) = 1} 


m,l*® 


Verbindet man mit dieser Gleichung die Gleichung (1.) und die aus der- 
selben durch Verminderung von m um eine Einheit hervorgehende, so er- 





ni ie 
EEE TEN 
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eben sich die Resultate 
( BE) WED) BI E) Were) = 3, Be 
LIE) WE) VDE) Werde) = 2, V(® 
aus welchen sofort die erste fundamentale Aequivalenz 
| EB), Tun Vz), we) (2)) 
Lcv(2,, We ie), BE) WE), Verla) WE), WE) 
und dann, da nach (2°) 
weg 
f 


wer (=) 


ist, infolge der Kroneckerschen Schlüsse (a. a. O. S. 350) die zweite funda- 


or 
oO 


(4) 


(5) 


() (modd. U n+10s >. Brise vo.“ U ontlı 


mentale Aequivalenz 


2 I ed PR TE \r 
(6 N | (TB (€), U 0 } e), En BR ® 2 + l,n—ım 1) \ 
\—. 
/ 4 n— m m N ‚I\n—-m \ (m \ (nn E22 
‘7 U, Welle), BE) We E), VE) WET), Tan ee Tazın- 


/ 


f  SRN 
folgt. Aus (6.) 


) oder auch aus (1.) und (4.) schliesst man wegen 


BE) EB WE | 
Br a u Ba u 0 a 
(T.) T nv ) (1) u } (2) W“ u) 

Weg) = Bla) VRMD) BD (E)Vle), 





\ 


dass die Function W“"") (x) 


) den grössten gemeinsamen Theiler der beiden 
Functionen 1,,,3(x) und 7,,V(x) modulis T,.10 --- Turin... darstellt. 

Die weitere Bestimmung des grössten gemeinsamen Theilers von B(x) 
M”,...) des Rationalitäts- 


bereiches, dem die Coeffieienten von B(x) und V(x) angehören, macht nun 


und V(x) für irgend ein Primmodulsystem (M, MT, 
keine weiteren Schwierigkeiten. Dieselbe hier durchführen, hiesse, die ent- 
sprechenden >Schlussfolgerungen des Herrn Kronecker nahezu wörtlich 
wiederholen. 

Ich sehe also davon ab und erledige die noch offene Frage nach 
dem Zusammenhange der hier und der dort gebrauchten Bezeichnungen. 
Zunächst will ich den Zusammenhang des oben angegebenen Modulsystems 


T,,. +1,03 T 


m+1.19 En m+1in - m—]1 


mit dem Kroneckerschen 


ER } m,m-+19 IE HE ) mn—1 


darlegen. In der häufig erwähnten Arbeit ist 
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as Ehe an nen R 
ER TEEN REN STEHE 


rr u ’ > .—] N 2 r 
y (@) = ut e+9 2° + +9, +2", Ye) = u +d, +9 r° + +0d,_,8" 





sesetzt, so dass wir also 
A, m On—as A, au B; b, .- a b, TR 0 (“=1,2,..0) 


zu setzen hätten, um zu diesen Bezeichnungen überzugehen. Aus den vo, 
v werden Grössen «© mittelst der Recursions-Formeln 


wm, an D, 19 
©, + Wut, = duo; 

(8.) Wr w; V,„- 1 4 i W,Ü,_2 - U,-3, 
v.„T%.-%-1t%W,..20%,. tw... = ran 





abgeleitet, in denen alle oe und alle vo mit negativen Indices gleich Null zu 
setzen sind. Dann werden die Elemente des Kroneckerschen Modulsystems 
in folgender Art definirt 


(Y9.) ) m,m+a ıw, + .| ( 


h=V 1 .„. mL Mm 
k=0,1,... m—l, m+a/” 


Zwischen diesen V,,,„;. und den 7,,,,. werde ich nun die Beziehung nach- 
weisen 
(10.) Van Far terre Fo 8 
Aus derselben ergiebt sich die gewünschte Aequivalenz 
aa a a An 2 


in der einfachen Form, dass jedes 


} m,m+ 0 linear 1m T +1,03 Tin +1,19 Tan +1, 


und jedes 


Gurte BEE Wa ae Bi 


m,m-+ 0 


darstellbar ist mit Coeffiecienten, welche in leicht ersichtlicher Art aus den 
v gebildet werden. 

In (9.) gestalten wir zunächst die letzte Colonne mit Hülfe der Be- 
ziehungen (8.) um, so dass entsteht 


Iw 


[wg +. W;+m—13 Be EEE Tu. —1 W,tm+ta —1 —d,-2Wn+m WEN, Tue —d.—n wu|; 


mMm—Aa 


hieraus ergiebt sich mit hücksicht auf die Bildung der letzten Colonne 


m s 
J mm-+ a To, 1 F HT Ö,_a AR 


ie Io, RR W,+m-—13 V,_1-m-aı Ina Or4m—"— Onnmoa Wul- 
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Die letzte Colonne kann noch weiter vereinfacht werden, da man dureh 
Colonnensubtraetion alle Elemente w,;,_,, --. @, in ihr tilgen kann: es 
bleibt danach zurück 


} m,m+t a u, -] y m.ım+a—1 u 7 u } m. 
h—1 
=, EI ae WD, Lm—1% ER m—a— & On mar Wr 1 „1,2. 
k—) 
| / l 
1 . “ “ 
= |, Wırı 9%. -1W@r, Wur2t %n-1W@nrı F%n-2 Ws +05 On-am u 3 ‚+ Wr. 


Die erste Zeile dieser Determinante, nämlich 
Do 2 tr9,-1 0 Wit, 92 Wu cr Pat aim .t, D 
hat nach (8.) die Form 

FF EFF SEIFE, >: SEERERSENEEG- 
um die anderen Zeilen derselben auf eine ähnliche Form zu bringen. ver- 
wandeln wir die Determinante zuerst in eine solehe der Ordnuı 2m --2), 


0 
IE 


indem wir ihr als erste (m-+-1) Zeilen die folgenden oben anfügen 


1 9a ®._2 On_3 u . . Be 0.2 v. 2 
u ] ©. 1 A Pr l ’ ] ® 

/ x 

(#2) . E ji v.-1 Be r 
. ® © . . [ * 1 U. * ” “ ® n 1 Ü l 1 An | 





und die noch freien Stellen der ersten (m-+1) Colonnen in den nun folgenden 
(m-+-1) Zeilen unserer obigen Determinante mit Nullen ausfüllen. Addirt 
man in dieser neuen Determinante der Ordnung (2m-+-2) zur Zeile der Ord- 
nung (m-+-3) die mit w, multiplieirte (m+1)te Zeile, so entsteht 


a N 1 a w, 80, -.. ww. +: +m0,9._., m- 
oder nach (8., 
® ® eo . . . RR D, 2» . . . en 1» VD, 


und wenn man allgemein zur (m+e)ten Zeile addirt die mit »,_, multi- 
plieirte (m-+1)te Zeile, weiter die mit ®,_, multiplieirte mte Zeile u. =. f.. 
endlich die mit w, multiplieirte (m—a+4)te Zeile, für e=3, 4 ..., so 
erhält man gemäss (8.) in der so umgewandelten Zeile nur Elemente v. 
Schiebt man endlich nach dieser Umwandlung die Zeilen der ersten und 
die der zweiten Hälfte entsprechend in einander, so dass auf die erste Zeile 
die (2m-+-2)te folgt, auf die zweite die (2m+1)te u. s. f., dann erhält man 
Tuyı.. Damit ist also die Gleichung (10.) bewiesen. Es mag bemerkt 


werden, dass V, = !V ist. 


m—1l,m—1 













































Netto, über den gemeinsamen Theiler zweier ganzer Functionen. 


Hieraus folgt zugleich die Uebereinstimmung unseres W""")(z) mit der 
Kroneckerschen Function gleicher Bezeichnung, da ja (vgl. a. a. O. S. 349) 


IR — My 1 


. 


i=n— q 
Y g—1 + A Nm | n—m—1 | 
P TI P- ®, +t } N T „ur Tai EL r.+7 


' mn —m 
g—1 t=m—] 
wird. Der Nachweis der Identität für die V(z) ist dem oben für die ®(r) 
oesebenen ganz ähnlich. Herr Kronecker definirt 
(12.) v"(z) — WW x al Pr EC A). 

diese Determinante geht aber sofort über in 

| . BER hl 7 

0, Dr +. Dann 2 | M=0,1,... m), 
und wenn wir hierfür zunächst schreiben 


6,5, Wr + ® 


I) 


n—1 Ww, 9 ID, 1 2 eo V, —l w h+]1 WS ©. —_?2 D b ® . “ x le 


und diese Determinante (m-+-1)ter Ordnung dann in eine solche der (2m+2)ten 
Ordnung verwandeln durch Hinzufügung eines Systems von ersten Zeilen, 
welches sich von (11.) nur dadurch unterscheidet, dass die letzte Colonne 
lediglich aus Nullen besteht. Macht man jetzt die oben angegebenen Um- 
wandlungen, so geht die Determinante (12.) in die durch (2.) gegebene 
Form über. 


Was endlich die Funetionen 


h — 10, — 1, 2 — 10 .{ 
Yo) / u 
-%)(E) = | —w, WC — W, wC— 1%; w ww, C—W,, 
0, w,C— Ws WC —W; EEE EC Warı 


— O1 Warn mE Wr Won C—W: 


m—1 
des Herrn Kronecker angeht, so liefern sie nach einfacher Umformung zu- 
nächst die Determinantenform 

-BAE) = |, Wan --- Miamn man.’ —i,_.l. 
Mit dieser verfährt man nun genau so, wie dies bereits zweimal gezeigt 
wurde, nur dass im Schema (11.) die letzte Colonne durch die Elemente 

er ME ih 
zu ersetzen ist: das Resultat wird, wie leicht zu übersehen ist, mit den 
Formeln (2.) übereinstimmen. 
Somit ist die anfangs gestellte Aufgabe allgemein gelöst, und es hat 

sich gezeigt, dass die Kroneckerschen Resultate auch bei der Eulerschen 


Eliminationsmethode durchaus bestehen bleiben. 
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Eine Ulassifieation der allgemeinen Ebenensysteme. 


(Von Herrn V. Eberhard in Königsberg i. Pr.) 


Einleitune 


\ enn im Raume » feste Ebenen « in allgemeiner Lage und ein 
veränderlicher Punkt aufgefasst werden, bieten sich unmittelbar folgende 
Unterscheidungen: 


‚rehören 


1) Zwei ausserhalb der » Ebenen gelegene Punkte g« 

a) zu einem und demselben Primärkörper, wenn unter den möglichen 
stetigen Uebergängen aus dem einen in den anderen einer ganz ausserhalb 
der n Ebenen verläuft, 

b) zu zwei verschiedenen Primärkörpern, wenn jeder Uebergang 
mindestens eine der Ebenen schneidet. 

2) Zwei in derselben Ebene « gelegene Punkte gehören 

a) zu einer und derselben Primärfläche, wenn unter den möglichen 
stetigen Uebergängen aus dem einen in den anderen einer ganz ausserhalb 
der übrigen a—1l Ebenen verläuft, 

b) zu verschiedenen Primärflächen, wenn jeder Uebergang mindestens 
eine der übrigen »—1 Ebenen schneidet. 

3) Zwei Punkte in der Schnittlinie zweier Ebenen « gehören 

a) zu derselben Primärstrecke, wenn unter den möglichen stetigen 
Uebergängen aus dem einen in den anderen einer ganz ausserhalb der übri- 
gen n—2 Ebenen verläuft, 

b) zu verschiedenen Primärstreeken, wenn jeder Uebergang mindestens 
eine der übrigen »—2 Ebenen schneidet. 

Diese Bestimmungen involviren sofort die Fragen: 

1) nach der Anzahl der Primärkörper in dem Systeme von irgend 
n Ebenen des Raumes, 

2) nach der Anzahl der Primärflächen in dem Systeme von irgend 
n (seraden der Ebene, 
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3) nach der Anzahl der Primärstrecken in dem Systeme von irgend 
» Punkten der Geraden. 

Steiner hat in der Abhandlung „Einige Gesetze über die Theilung der 
Ebene und des Raumes“ im ersten Bande dieses Journals, unter Zuordnung des 
unendlich fernen Punktes der Geraden zu den auf ihr gegebenen » Punkten, die 
fragliche Anzahl der Primärstrecken auf n+1, aus derselben unter Zuordnung 


der unendlich fernen Geraden der Ebene zu den in ihr gegebenen » Geraden 

(n+1)n 
x = 

Zuordnung der unendlich fernen Ebene des Raumes zu den gegebenen n 
(n-+1)n(n—1) 


1.2.3 


die fragliche Anzahl der Primärflächen auf 1+ aus dieser unter 


Ebenen die fragliche Anzahl der Primärkörper auf »+1-+ 
berechnet. 

Indem ich die T'hatsache der Erhaltung der Anzahl der Primärkörper 
in einem allgemeinen Ebenensysteme gegenüber jeder beliebigen Bewegung 
seiner Elemente aufnahm, einen Schritt weiter gehend aber zugleich die 
eintretenden Veränderungen in der Gestaltung des einzelnen Primärkörpers 
und in der Art der Zusammensetzung aller zu einem raumerfüllenden Ganzen 
ins Auge fasste, wurde ich dazu geführt, die Formation des Systemes der 
Primärkörper als den Charakter eines allgemeinen Ebenensystemes zu de- 
finiren. Damit aber sah ich mich auch vor das Problem gestellt, nicht 
nur aus der Gesammtheit der Primärkörper ein Fundamentalsystem solcher 
auszulesen, d. h. einen Verein von Primärkörpern anzugeben, in welchem 
jeder einzelne, ohne selbst durch die übrigen bestimmt zu sein, mit ihnen 
zusammen den ganzen Bau bedingt, sondern vielmehr aus einem solchen 
Fundamentalsystem eine erschöpfende Beschreibung des vorliegenden Ebenen- 
systemes abzuleiten. 

Ein Primärkörper ist eharakterisirt: 

1!) durch die Anzahl seiner Grenzebenen resp. der ihn begrenzenden 
Primärflächen, im Minimum 4, im Maximum n, 

2) durch die Seitenanzahlen der einzelnen Grenzflächen, im Minimum 
3, im Maximum »—l, 

3) durch die Art der Zusammensetzung der Grenzpolygone zu der 
gesammten Oberfläche. 

Das vorgelegte Problem lässt sich demgemäss in grösster Allgemein- 
heit folgendermassen formuliren: 

1) Es ist ein System wohldefinirter Primärkörper aufzustellen, wel- 
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ches, aus denselben » Ebenen allgemeiner Lage construirt, ein Fundamental- 
system in dem resultirenden vollständigen »-flach repräsentirt. Ein Beispiel 
bietet die Construction des vollständigen Normal-az-Hachs in $ 9. 

2) Aldann sind die übrigen Primärkörper durch Coordinaten zu unter- 
scheiden, welche ihre verschiedenen Lagen zu den Körpern des Fundamental- 
systems veranschaulichen. 

3) Endlich sind aus diesen Coordinaten eines Primärkörpers seine 
charakteristischen Eigenschaften zu bestimmen. 

Die Aufgabe der hier vorliegenden Publieation ist, durch eine 
Eintheilung der allgemeinen Ebenensysteme in dem erörterten Sinne die 
nothwendige und natürliche Basis für die weitere Behandlung des Problems 
zu gewinnen. 


$ 1. 
Der Charakter eines allgemeinen Ebenensystemes. 

n Ebenen allgemeiner Lage o,, %, ..., «, theilen den unendlichen 
kaum in eine bestimmte Anzahl %;(») einander ausschliessender, für sich 
scharf begrenzter Gebiete, Primärkörper oder Primärvielflache (R). Ist 
n<- 4, so wird ein Primärkörper von allen » Ebenen &@ begrenzt, und zwar 
besteht im Falle a <4 ein jeder aus zwei scheinbar getrennten im Un- 
endlichen aber zusammenhängenden Theilen, wenn aber »= 4 ist, giebt es 
einen Primärkörper von endlicher Ausdehnung. Ist n — 5, so besitzt ein 
Primärkörper mindestens 4 und höchstens » Grenzebenen «. Beträgt die 
Anzahl derselben m, so soll er ein Primär-m-tlach oder auch ein m-flach 
schlechthin heissen und durch (R) 

Die Gesammtzahl %,(») der Primärkörper (R) ist für jede Lage der 
Ebenen « dieselbe, nämlich 


bezeichnet werden. 


m 


 n(n—I)n—2) 


p(n) = n+ 98 


Die Anzahl der endlichen unter ihnen beträgt: 


(n—1)(n—2)(n—3) 
1.2.3 ’ 


die der unendlichen 


14 
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Die Art der Zerlegung des unendlichen Raumes in die y,(n) Primärkörper 
(R) oder 


die Art der Zusammensetzung dieser zu dem unendlichen Raume 
definire ich als den Charakter des allgemeinen Ebenensystemes 


A 





= 0, b) (is, * . . ’ Ü,„. 


n 


$2. 
Eine Eigenschaft der Primärkörper. 

Von den Primärkörpern (R) eines allgemeinen Ebenensystemes A, 
gilt der Satz: Die Anzahlen E, und K,, der Eeken und Kanten eines Primiär- 
m-flachs (R), berechnen sich allein aus der Anzahl m der Grenzflächen 
und zwar durch 

E.„=2m—4, K,=3m-—6. 

Zum Beweise nehme ich an, es sei für das Vier-, Fünf-, ..., (m-1)- 
flach der entsprechende Satz bewiesen. — Da das (m—1)-flach (R),_, der 
n—1 Grenzebenen «, ..., @,_, durch die mte «, in (R), selbst und 
in ein (p+-1)-flach (R),,. getheilt wird, wo p die Anzahl der Grenzkanten 
der Grenzfläche («,) von (R), bezeichnet und sicher kleiner als m ist, da 
terner (R), und (R),,. einerseits die p Eeken von («,), andererseits ausser den 
p Kanten von (R),_, durch dieselben noch die p Kanten von («,) gemein 
haben, so bestehen die Beziehungen: 


1) E„= E„—-E,.1+2p = 2 m—- 1) —4—-(2(p+1)—4)+2p = 2m —4, 
2) K. = K„-K,.ı+3p = 3(m—-1)—-6—-(3(p+D)—-6)+3p = 3m —6. 
In dem Falle m = 4 aber ergiebt die Anschauung: 
E,=4; K,=6. 


Also ist der Satz ganz allgemein gültig. 


$ 3. 
Die Seiten-, Kanten- und Scheitelkörper eines beliebigen m-flachs (R)n. 

In dem Ebenensysteme A, hat ein m-flach (R), mit jedem von m 
anderen Primärkörpern genau eine Grenzfläche, mit jedem von weiteren 
3m—6 genau eine Grenzkante und schliesslich mit jedem von noch 2m—4 
genau eine Grenzecke gemein. Dementsprechend soli ein Körper der ersten 
Gruppe ein Seitenkörper, einer der zweiten ein Kantenkörper und einer der 
dritten ein Scheitelkörper des m-flachs (R),, heissen. Ueberhaupt sollen irgend 











Eberhard, die allgemeinen Ebenensysteme. 93 


zwei Körper (R,) und (R,) in verallgemeinertem Sinne entweder als Seiten-. 
oder als Kanten-, oder als Scheitelkörper aufgefasst werden, wenn sich 4 
andere (R,) in A, so bestimmen lassen, dass in der Reihe 


(R), (BR)... (R,) CR.) 


jeder folgende den vorhergehenden entweder seitet oder kantet oder scheitelt, 
und es soll, wenn in jeder anderen Reihe entsprechender Art 


(BR), (BR), (By, (Ru) (RB) 


die Anzahl % der Körper (R,) gleich oder grösser ist als die Anzahl A 
der Körper (R;), der eine als zur (k+1)ten Zone entweder der Seiten- oder 
der Kanten- oder der Scheitelkörper des anderen gehörig gerechnet werden. 

An diese Begriffsbestimmungen knüpfen sich sofort die folgenden 
Fragen: 

1) Umfasst das System der unmittelbaren und mittelbaren Seitenkörper 

2) Umfasst das System der unmittelbaren und mittelbaren Kantenkörper 

3) Umfasst das System der unmittelbaren und mittelbaren Scheitelkörper 
eines Primärkörpers (R,) die Gesammtheit der Primärkörper des vollständigen 
n-fHlachs A,, oder bildet es nur einen Bestandtheil in letzterem’? 

Da der gerade Weg aus einem Punkte p im Innern von (R,) nach 
einem Punkte q im Innern irgend eines zweiten Primärkörpers (R) durch 
eine Reihe von Primärkörpern führt, in welcher jeder folgende ein Seiten- 
körper des vorhergehenden ist, erledigt sich die erste Frage unmittelbar 
in bejahendem Sinne. 

Die Beantwortung der beiden anderen Fragen macht es nothwendig, 
vorerst die Betrachtung des Systems von » Geraden der Ebene in allge- 
meiner Lage aufzunehmen. 


S.4. 
Die allgemeinen ebenen (seradensysteme. 
n (seraden der Ebene in allgemeiner Lage a,, a, ..., a, theilen die- 
j ‚ n(n-l) . & 
selbe in p,(n)=1+ 5, einander ausschliessende für sich scharf be- 


(n—1)(n—2) 
> 


— 


grenzte (Gebiete, und zwar in (sebiete endlicher und » Gebiete 


unendlicher Ausdehnung. Wenn »— 3 ist, besitzt jede Primärfläche n, 
wenn » >53 ist, besitzt irgend eine mindestens 3 und höchstens » Grenz- 
seiten in ebenso vielen Geraden a. 
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Die Art der Zerlegung der Ebene in die y,(n) Primärflächen (F) oder 
die Art der Zusammensetzung dieser zur Ebene 
definire ich als den Charakter des vollständigen n-seits 


er Ve" 


Ein Primär-m-seit (F), hat mit einem jeden von m anderen genau 
eine Grenzseite oder Grenzstrecke, mit einem jeden von m weiteren genau 
eine Grenzecke gemein. Eine Fläche der ersten Art soll eine Seitenfläche, 
eine der zweiten eine Scheitelfläche von (F),, heissen. In verallgemeinertem 
Sinne soll auch hier von mittelbaren Seiten- und Scheitelflächen einer 
Primärfläche die Rede sein und der Abstand einer solehen von letzterer 
durch einen Zonenindex gemessen werden. 

Im Anschluss hieran bieten sich wieder die beiden Fragen: 

1) Umfassen die unmittelbaren und mittelbaren Seitenflächen 

2) Umfassen die unmittelbaren und mittelbaren Scheitelflächen 
einer Primärfläche (F,) die Gesammtheit der Primärflächen des vollständigen 
n-seits A, oder bilden sie nur einen Bestandtheil in letzterem ? 

Da der gerade Weg aus einem Punkte p im Innern von (F,) nach 
einem Punkte q im Innern irgend einer zweiten Primärfläche (F) durch 
eine Reihe von Primärflächen führt, in welcher jede folgende eine Seitenfläche 
der vorhergehenden ist, erledigt sich die erste Frage unmittelbar in be- 
jahendem Sinne. Die Beantwortung der zweiten Frage ergiebt sich aus 
der folgenden Betrachtung. 

Es seien (F,) und (F,) zwei beliebige Primärflächen in A,, die aber 
beide der bequemeren Darstellung wegen als endlich vorausgesetzt wer- 
den. Es sei ferner p ein Punkt im Innern von (F,), 9 einer im Innern 
von (F,), und es bezeichne &,, die Anzahl der Geraden a, welche die end- 
liche Strecke pq schneiden. Diese Zahl bleibt offenbar fest, wie auch p 
und q innerhalb ihrer Flächen ihre Lage ändern mögen. Schliesslich seien 
aus dem Punkte p an die Fläche (F,) die beiden Tangenten |p a,,| und |p a, ‚| 
gezogen, deren von der Lage des Punktes p in (F,) unabhängige Berührungs- 
punkte a,, und a,, die Peripherie von (F,) in einen p zugewandten Abschnitt 

Ai, Ar en Any Ans 
und einen p abgewandten Abschnitt 


Ans Asatım ern Ann Azı 


- 
’ 


theilen. Dann ist evident, dass je nachdem q durch eine Ecke a,,_,, oder 


a a a 
N 


TERN 
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durch eine Ecke a,,;;, oder endlich durch eine der beiden Ecken a,, und 
(,, aus der Fläche (F,) in eine Scheitelfläche derselben übertritt, die Zahl 
C,. sich um zwei Einheiten vermindern, oder sich um zwei Einheiten ver- 
mehren, oder endlich constant bleiben wird. Daraus folgt aber: 

Sind (F,) und (F,) mittelbare Scheitelllächen, so ist eine der beiden 
Zahlen &,,5,. nothwendig eine paare, unter [,, die Anzahl »—[,, derjenigen 
Geraden a verstanden, welche die unendliche Strecke pq schneiden. 

Es gilt aber auch die Umkehrung. — 

Denn angenommen, es sei [,, eine paare Zahl; es werden also auf 
dem endlichen Wege von p nach q der Reihe nach 2% Geraden 


ie a 


als die Grenzen resp. der 2—1 Flächen überschritten 


Y \ | f [\ \ 7 
(Fo) (Fl rn Fand Far 
so sind als Paare von Scheitelflächen ohne weiteres 
YA AR FE AR (F,,_,) u. (F,,, ur Zu 


und also in zweiter Linie (F,) und (F,) ersichtlich. 

Aus beiden Sätzen resultirt als dritter: 

Es sind (F,) und (F,) dann und nur dann nicht Scheitelflächen, wenn 
sowohl [,, als C,, unpaar ist. 


> 


Diese Sätze in Verbindung mit dem folgenden *®): 
Von zwei eigentlichen Seitenflächen (F,) und (F,) ist entweder die 
eine oder sind beide Scheitelflächen einer beliebigen dritten (F,), 
begründen folgendes Theorem: 
Theorem 1. In dem vollständigen »-seit A, bildet die Gesammtheit 
der Primärflächen (F) 
a) bei unpaarem n 


das vollständige System der Scheitelflächen einer beliebigen Primärfläche als 
der Grundfläche; 


b) bei paarem n 


zwei einander ausschliessende vollständige Systeme von Scheitelflächen mit irgend 
zwei eigentlichen Seitenflächen zu ihren Grundflächen. 


*) Die beiden Zahlen 4» und 4; differiren offenbar um eine Einheit. 
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Demgemäss scheiden sich die ebenen Geradensysteme in zwei (rat- 
tungen, nämlich in solche unpaarer und solche paarer Ordnung. 


Die allgemeinen Ebenensysteme. 

Es seien im Innern zweier Körper (R,) und (R,) von A, zwei Punkte 
p und q angenommen und mit [,,, &., die Anzahlen der Ebenen bezeichnet, 
welche resp. die endliche und die unendliche Strecke pq der Geraden |p q| 
schneiden. Es wird auch hier dieses Zahlenpaar gegenüber einer Aenderung 
der Lage von p und q im Innern ihrer Körper eonstant bleiben. 

Aus dem Punkte p seien an den Körper (R,) die möglichen m Tan- 
gentialebenen gelegt. Dieselben werden in der Reihenfolge 


T| I» Tı>, . . .. Tın T,ı, 759, * . .. Tl,» 0} 2} .. T,ıs T a ° . .. T 1,4 


durch die auf einander folgenden Kanten 


ü,ıs d, ’@ . P} .. du, dyı, do, P 3 .. (4, , s) . . .. d,ıs A,s. . “ .. A,; 


eines von der Lage des Punktes p in (R,) unabhängigen, einfachen räum- 
lichen m-ecks gehen 

(ll; I * (a, mr Aın.+413 A; 1, Q.>, U Br er u (> , 19 “u U,ı. U,2, > © .. (L,, at j* 
Dasselbe theilt die Oberfläche von (R,) in eine dem Punkte p zugewandte 
positive Fläche (75) und eine dem Punkte p abgewandte negative Fläche 
R;) in der Weise, dass irgend einer seiner Abschnitte 


Ad; d;, . B .. d;, 


Peripheriesegment einer entweder zu (R,) oder zu (A,) gehörigen Grenz- 
fläche ist. Das Segment sowohl wie die Fläche soll im ersten Falle als 
positiv, im zweiten als negativ aufgefasst werden. Positive Segmente be- 
sitzen positive, negative Segmente negative Ecken”). Zwei auf einander 
folgende Segmente erster Art bestimmen eine positive, zwei auf einander 


*) Es bestimmen die Segmente 
Bi ES, ai ae An +1> und Bart Ma 5 en Wyyıtlo 
wenn sie gleichartig sind, die Spitze 
Qin+ı = QArıs: 
wenn sie ungleichartig sind, die Wendekante 
Ga bar = a, = 4m | Mrı2). 


Ba a nn, 
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folgende zweiter Art eine negative Spitze. Sind ein positives und ein ne- 
gatives Segment benachbart, so haben sie eine Wendekante gemein, und 
es wird von den beiden in ihr liegenden Ecken die Anfangs- resp. Endecke 
des positiven Segments als negativ, die End- resp. Anfangsecke des ne- 
gativen als positiv gerechnet. Die Anzahl der Wendekanten ist allemal 
eine paare, und zwar ist auf jeder der beiden möglichen Verbindungen längs 
des Berührungspolygones eine positive Kante von einer positiven, resp. eine 
negative von einer negativen stets durch eine paare, eine positive von einer 
negativen aber durch eine unpaare Anzahl von Wendekanten getrennt. 

Dies vorausgeschickt, ist zunächst mit Bezug auf die zweite Frage in 
$ 3 ersichtlich, dass, je nachdem der Punkt q durch eine Kante der Fläche 
(R;), oder durch eine Kante der Fläche (%}), oder endlich durch eine Kante 
des Berührungspolygones in einen Kantenkörper von (R,) übertritt, die Zahl 
Z,., entweder sich um zwei Einheiten vermindern, oder sich um zwei Einheiten 
vermehren, oder endlich constant bleiben wird, und es führen den Schluss- 
weisen des vorigen Paragraphen durchaus analoge zu dem folgenden Satze: 

Theorem 2. In einem allgemeinen Ebenensysteme A, bildet die 
Gesammtheit der Primärkörper (R) 

a) bei unpaarem n 
das vollständige System der Kantenkörper eines beliebigen Primärkörpers als 
des Grundkörpers; 

b) bei paarem n 
zwei einander ausschliessende vollständige Systeme K, und K, von Kanten- 
körpern mit irgend zwei eigentlichen Seitenkörpern zu Grundkörpern. 

Demgemäss scheiden sieh die allgemeinen Ebenensysteme hinsicht- 
lich ihres Charakters in zwei Gattungen, nämlich in solche anpaarer und 
solche paarer Ordnung. 

In dem Ebenensysteme A,, paarer Ordnung ist betreffs der Ver- 
theilung der einzelnen Primärkörper auf die beiden Systeme X, und K, von 
Kantenkörpern Folgendes hervorzuheben: Von den 8 in dem Durchsehnitt 
dreier Ebenen « zusammenstossenden Primärkörpern gehören vier dem System 
K,, die vier anderen dem System X, an, und zwar ist je ein Körper des einen 
Scheitelkörper zu einem und Seitenkörper zu den drei übrigen Körpern des 
anderen Systemes. Die 2+(n—1)(»—2) einer Ebene «, anliegenden Primär- 
körper ihrerseits vertheilen sich in der Weise auf die Systeme K, und K,, 
dass nach Einführung der unendlich fernen Geraden a? von «, in das System 
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der a—1 Schnittgeraden |«,, «, 





‚wo i=2,3,..., 2, die auf einer Seite 
von «a, gelegenen Individuen von K, resp. K, das eine, die auf der anderen 
Seite von «, liegenden Individuen von K, resp. K, das andere der beiden 
in sich geschlossenen Systeme von Scheitelflächen des vollständigen (a—1)- 
seits A,,_, zu dem Systeme ihrer Grundflächen haben. Es sind nämlich 
— die letzte Behauptung zu erläutern — wenn die Geraden |«,, «, 





: |&, |, 
a, @,| auf a? die Primärstrecken s’, und s/, bestimmen, und wenn die 
diesen anliegenden Primärflächen resp. durch +(F3), —(F3), und +(F%), 
—(F7,) bezeichnet werden, einerseits +(F3) und —(F;,), andererseits —(F, 
und +(F7,) als Scheitelflächen aufzufassen. 

Die dritte Frage in $ 3 betreffend lässt die Vorstellung des Punktes 
p im Körper (R,) und des ihm in Bezug auf den anderen (R,) entsprechen- 
den Berührungspolygones als der Grenze der Flächen (R,) und (R}) er- 
kennen, dass, je nachdem der Uebertritt des Punktes q in einen Scheitel- 
körper von (R,) durch eine Ecke von (R}) resp. von (R}), oder durch eine 
positive resp. eine negative Ecke des Berührungspolygones, oder durch eine 
positive resp. eine negative Spitze des letzteren erfolgt, die Zahl Z,, entweder 
die Werthe &,,—3 resp. Z,,+53, oder die anderen £,,+1 resp. &,,—1, oder die 
dritten Z,,—1 resp. &,,+1 annimmt. Diese verwickelten Verhältnisse in der 
Aenderung der Zahl Z,, bieten kein einfaches Mittel, die Beziehungen des 
Grundkörpers zu seinen Scheitelkörpern zu studiren. Die vorliegende steht 
denn auch der hehandelten Frage 2) nicht vollwerthig gegenüber, ist viel- 
mehr in gewissem Sinne derselben untergeordnet. Indessen verlangt diese 
Erkenntniss die abermalige Betrachtung des vollständigen »-seits A 


n® 


$ 6. 
Das System der Fundamentaldreiseite im vollständigen n-seit An. 

(semäss den in $ 4 aufgestellten Definitionen erscheinen zwei ebene 
(reradensysteme A, und B, in Anbetracht ihres Charakters als äquivalent 
oder als inäquivalent, wenn unter den möglichen 2! Combinationen ihrer 
2n Geraden zu » Paaren a,, 5, entsprechender Elemente auch nur eine oder 


und (b,, 6), (b,, b) gleichzeitig entweder Primärstreeken resp. nicht Primär- 
strecken sind oder nicht. 
Unter den allgemeinen ebenen Geradensystemen sind folgende drei, 
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das vollständige Dreiseit, das vollständige Vierseit und das vollständige 
Fünfseit in Bezug auf ihren Charakter invariant. 

Das vollständige Dreiseit setzt sich aus einem endlichen und drei 
unendlichen Primärdreiseiten zusammen. Es bietet das einzige Beispiel 
eines allgemeinen ebenen Geradensystemes, in welchem zwei Primärtlächen 
(je zwei Primärdreiseite) sich gleichzeitig seiten und scheiteln. 

Das vollständige Vierseit kann allemal aus einem vollständigen Drei- 
seit dadurch entstanden gedacht werden, dass die drei unendlichen Primär- 
dreiseite des letzteren durch die vierte (serade in je ein Dreiseit und ein 
Vierseit getheilt werden. Es setzt sich demgemäss zusammen aus einem 
endlichen und zwei unendlichen Primärvierseiten und zwei endlichen und 
zwei unendlichen Primärdreiseiten. Die ersteren drei Flächen bilden das 
eine, die letzteren vier das zweite vollständige System von Scheitelflächen 
in A, Das vollständige Vierseit bietet das einzige Beispiel eines all- 
gemeinen ebenen Geradensystemes, in welchem zwei Primärflächen sich mehr- 
fach (je zwei der drei Vierseite nämlich sich doppelt) scheiteln. 

Fine fünfte Gerade in der Ebene von A, schneidet, wie sie auch an- 
genommen sein mag, allemal genau zwei der drei Primärvierseite, das eine 
in ein Drei- und ein Fünfseit, das andere in zwei Vierseite theilend, wäh- 
rend sie zugleich zwei Primärdreiseite in je ein Drei- und ein Vierseit zer- 
legt. Das vollständige Fünfseit A, setzt sich daher aus einem Primärfünf- 
seit, fünf Primärdreiseiten. den Seitenflächen, und fünf Primärvierseiten, den 
Scheitelflächen des Fünfseits, zusammen. 

Ist na — 6, so sind mehrere inäquivalente Species des vollständigen 
n-seits zu unterscheiden, und ihre Anzahl wächst mit der Zahl ». Aber 
alle diese verschiedenen Species zeigen eine und dieselbe invariante Eigenschaft. 
Sie wird ausgesprochen durch den Satz: 

Theorem 3. Unter den Primärflächen eines vollständigen n-seils 
kommen mindestens n Dreiseite vor. 

Zum Beweise dieses Satzes werden eine Gerade a, von A, und das 
System der »' Schnittpunkte der »—1 übrigen Geraden einander gegenüber ge- 
stellt. Die Gerade ist dann Innenstrahl eines bestimmten Primär-m-ecks |F 
in dem vollständigen »’-eck W,, wo m nothwendig gleich oder grösser als 3 
ist. Die beiden Bestimmungsgeraden einer Ecke von |F|, begrenzen zu- 
sammen mit a, ein Primärdreiseit von A,. Es liegen also mindestens drei 
solche einer Geraden a an. Bezeichnet 4, die Anzahl der Primärdreiseite, 


13* 
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welche in der Geraden a, je eine Grenzseite haben, so ergiebt sich 


34 = 3u = 3m, 
und es ist « die Anzahl der Primärdreiseite in A,. 
Es bildet aber das System der n Seiten eines Primär-n-seits (F), ein 
vollständiges n-seit mit genau n Primärdreiseiten. 
In der That! Ein Blick auf die Figur lehrt, dass die Seitenflächen 
eo 
2 


von (F), Dreiseite, die übrigen - Primärflächen Vierseite sind. Die 


uud 


prineipielle Bedeutung dieser Verhältnisse jedoch verlangt ihre eingehendere 
Behandlung. 

Definition. Wenn von einem Primärdreiseit (a, @,a;) = (F,),; in A; 
mittelst a, die Scheitelecke der Ecke (a,, a,), von dem resultirenden Primär- 
dreiseit (a,, a;, a,) = (F,); in A, mittelst a, die Scheitelecke der Ecke (a,, a,) 
u. 8. w., wenn schliesslich von dem resultirenden Primärdreiseit (F,_,); in A,_, 
mittelst a, die Scheitelecke der Ecke (a,_,, a,_,) in der Weise abgeschnitten 
wird, dass gegenüber dem Systeme der Punkte (a,,a,), wo h,, hy <i-—2, 
die Geraden a,_, und a, zu einem und demselben primären Strahlenbereiche ge- 
hören, so definire ich das resultirende Geradensystem A, als ein Normal-n-seit NA, 

Die Anschauung lehrt, dass, wenn drei Geraden 5b, e, d in allge- 
meiner Lage paarweise die Primärzweiseite oder Primärwinkel bilden 


(b, 1 (b, ©), Ce, d), (6, d), (d, b), (d, b)., 


je zwei aus verschiedenen Paaren eine Gesammtfläche ergeben, welche ein 
/Zweiseit des dritten Paares als einen Bestandtheil enthält. 
Da hiernach in dem Systeme der » Geraden a 


das Zweiseit (a,, a,), Bestandtheil der Fläche (a,, a), +(a,, a;),, 
das Zweiseit (a,, a,), Bestandtheil der Fläche (a,,a;);, +(@;, a,)ı, 


das Zweiseit (a,,a,), Bestandtheil der Fläche (a,, a,_,)ı+(a,_ı, @,)ı 


ist, folgt mit Bezug auf die Construction von A,, wenn durch (a,_,,a,), das- 
jenige Zweiseit (a,_,,a,) bezeichnet wird, welches keinen Punkt (a, ,a,,) ent- 
hält, dass die Geraden a,, a, ein Zweiseit (a,,a,), bilden, welches von den 
Schnittpunkten der übrigen »—2 Geraden a mit einander frei ist. Dann 
aber bestimmt a, zusammen mit a, und a,_, in der den Zweiseiten (a,_,, @,)ı 
und (a,,a,), gemeinsamen Fläche (F,_,) ein Primärdreiseit von A,. 
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Aus ganz analogen Gründen schneidet a, von der Scheitelecke der 
Ecke (a,,a,) des Primärdreiseits (F,_,);, das neue (F,), ab, und dieses hat 
mit dem Primärdreiseit (F,); nothwendig die Ecke (a,,a,) zum gemeinsamen 
Scheitel. 
In dem Normal-»-seit NA, ordnen sich also die » Geraden derart 
zu der Folge 
Bere a ar, 
dass je drei auf einander folgende Elemente 
un 8, 4; 
in der gemeinsamen Fläche der Zweiseite 
(4_,, a), und (a, @,,)ı 
ein Primärdreiseit (F,_,),; bestimmen. Diese » Dreiseite constituiren einen 
einfachen Cyklus von Scheitelflächen, d. h. in einer gewissen lteihenfolge 
Be EB er Ba (Ph 
scheitelt jedes folgende das vorhergehende und das letzte das erste. Infolge 
dieser Eigenschaft besitzen unmittelbar je drei auf einander folgende und 
weiter alle » in ein und derselben Primärfläche je eine Seitenfläche, oder 
sie sind die » Seitenflächen einer einzigen Primärfläche, des Primär-»- 
seits (F),. 


n(n— 5) 
N, 


Die übrigen Primärflächen von NA, sind durchgängig 
Vierseite. 

Da nämlich irgend ein Dreiseit des Cyklus zum Ausgange für die 
Construction von NA, gewählt werden kann, enthält das Zweiseit (a,, a;,,): 
nicht nur keinen Punkt (a, ,a,,), wo h,, A, <Zi, sondern überhaupt nicht den 
Durchschnitt irgend zweier anderen Geraden a. Infolge dessen bestimmen 
Je zwei Primärzweiseite ohne gemeinsame Grenzseite in ihrem gemeinsamen 


n(n—5) 


Vierseit eine Primärfläche von NA,. Es giebt aber genau Com- 


binationen der n Primärzweiseite zu derartigen Paaren. 

Aus dem Normal-»-seit NA, lassen sich leicht andere Systeme A, 
ableiten, welche gleichfalls je » und nicht mehr Primärdreiseite besitzen. 
Dreht sich nämlich eine Gerade a, etwa a,, um einen festen Punkt, so 
ändern zwar drei der » Primärdreiseite, nämlich (F,);,, (F,);, (F;); 
ihnen das n-seit (F), und 2.2—6 Vierseite ihre Grösse, eine Aenderung in 
der Constitution des Systemes der Primärdreiseite und also eine in der 


und mit 
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Natur von A, aber tritt zunächst nicht ein. Wird jedoch bei fortgesetzter Dre- 
hung von a, eines jener 3 Dreiseite illusorisch, d. h. kreuzt sich a, entweder 
mit a, und a, oder mit a, und a, oder mit a, und a,, so ist dadurch zwar 
nicht die Anzahl, wohl aber der ursprüngliche Connex der Primärdreiseite 
und also der Charakter von A, gestört. 

Es mag durch Kreuzung der Geraden a,, a,, a, das Primärdreiseit 
(F,); in das inverse (F;),; übergehen, so sind ausserdem folgende Verände- 
'ungen in dem System der Primärflächen von A, zu constatiren. 

Es gehen über: 

a) die Seitenflächen von (F,),, nämlich 

(F). (Fi); (F;); 


in die Scheitelflächen von (F/),, nämlich in 


F), (Eu (Fah: 


b) die Scheitelflächen von (F,);, nämlich 


(F,)s; (Fi 3), (F;); 


in die Seitenflächen von (F}),. nämlich in 


(F)s (Pd (File 
Aus dieser Betrachtung fliesst zugleich das folgende wichtige Theorem. 
Theorem 4. Das System der Primärdreiseite in A, bestimmt ein Funda- 
mentalsystem von Primärflächen, d. h. ein System, welches entscheidend ist für 
den Charakter des vollständigen n-seits. 
Hieran schliesst sich unmittelbar folgende Definition: 
Wenn in einer Reihe vollständiger »-seite 
rc A BR 


jedes folgende aus dem vorhergehenden durch Inversion eines einzigen 


n 


Fundamentaldreiseits entstanden ist, d.h. durch Kreuzung der Seiten des 
letzteren in einem Punkte, und wenn in jeder anderen Reihe der Art 

Bi ee 
die Anzahl h’ der Zwischengebilde A,” gleich oder grösser als die Anzahl A 
der Zwischengebilde A’ ist, so wird die Zahl A+1 das Maass der In- 
äquivalenz der Gebilde A, und B, bezeichnen. 


n 


Das Normal-»-seit bildet eine Grundform des vollständigen »-seits, 
auf welche alle anderen Typen naturgemäss bezogen werden. 
Es ist für die Folge wichtig zu eonstatiren, dass in dem Falle eines 
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paaren » unter den möglichen vollständigen »-seiten solche auftreten, in 
denen das eine System von Scheitelflächen alle Primärflächen unpaarer Ord- 
nung, das andere nur solche paarer Ordnung enthält. Ein Beispiel hierfür 
bietet das vollständige Normal-n-seit. 

Ich nehme nunmehr wieder die Betrachtung des vollständigen »-tlachs 
A, auf. 


Ne 
Das Ebenensystem paarer Ordnung. 

Es sei (R,) ein Primärkörper in einem solchen System mit «, zu 
einer Grenzebene und mit (F,) zur Grenzfläche in letzterer. Dann umfasst, 
da »n—1 eine unpaare Zahl ist, das System der Scheitelflächen von (F},) in 
dem vollständigen (»—1)-seit der Schnittgeraden von «, mit den anderen 
Ebenen « die gesammten Primärflächen desselben. Von zwei Primärkörpern 
(R,) und (R;) mit gleicher Grundfläche (F;) in «, ist daher allemal der eine, etwa 
(R,), ein Scheitelkörper von (R,). Es mag (F,) die eine, (F;) und (F,) die zweite 
und dritte Seitenfläche eines Fundamentaldreiseits (F), in «, sein, so sind 
successive (R;), (R,), (R;) Scheitelkörper von (R,), und also folgt, dass jeder 
der Ebene «, anliegende und weiter, dass überhaupt irgend ein Körper in 
A,, wenn nicht unmittelbarer so doch mittelbarer Scheitelkörper von (R,) ist. 

Auf der anderen Seite können zwei Körper (R,) und (R,) desselben 
Systemes A, von Kantenkörpern sich nicht scheiteln. Denn wäre («,, o,, «,) 
ihr gemeinsamer Scheitelpunkt, so würde der auf die Kante |e,, «,| sich 
stützende Kantenkörper (R,) von (R,) Seitenkörper von (R,) sein, und somit 
entgegen dem Theoreme 2 die gesammten Primärkörper von A, nur ein 
einziges System von Kantenkörpern constituiren. Aus alledem ergiebt sich: 

Theorem 5. In einem allgemeinen Ebenensysteme paarer Ordnung umfasst 
das vollständige System der Scheitelkörper eines beliebigen Primärkörpers als des 


Grundkörpers die gesammten y;(n) Primärkörper in der Weise, dass der Grund- 


körper und seine Scheitelkörper zweiter, vierter, sechster, ... Zone das eine, 
seine Scheitelkörper erster, dritter, fünfter, ... Zone das andere vollständige 


System von Kantenkörpern bestimmen. 


SS. 
Das Ebenensystem unpaarer Ordnung. 
Angenommen, es sei in einem Ebenensystem A, unpaarer Ordnung 
a, eine Ebene, in deren vollständigem Durchschnitts-(„—1)-seit A,„._, mit den 
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übrigen Ebenen « jedes der beiden vollständigen Systeme von Scheitel- 
flächen, A;,_, und A;,_,, Primärflächen «#npaarer Ordnung enthält. Wenn 
dann in dem Flächensysteme A,,_, des vollständigen (»n—1)-seits A,,_, der 
Ebene «, Individuen unpaarer Ordnung auftreten, und wenn (F/') eine der 
Kante anliegende Fläche des Systemes A; ,_, ist, so ist zunächst leicht 
einzusehen, dass die beiden auf diese Fläche sich stützenden Primärkörper 
R,) und (R,) zu einem Systeme von Scheitelkörpern gehören. Es ist näm- 
lich das Entsprechende evident in Bezug auf zwei Primärkörper (P,) und (P;), 
deren gemeinsame in «, gelegene Grundfläche 2? eine Fläche unpaarer 
Ordnung des Systems A,,_, seitet. Zu einem dieser beiden Körper ist aber 
(R,), zu dem anderen (R,) mindestens mittelbarer Scheitelkörper. 

(semäss den über die Flächensysteme A;,_, und A;,_, gemachten 
Voraussetzungen ergiebt eine ganz analoge Schlussweise, dass, wenn (R,) 
und (R,) die jenseits der Ebene «, gelegenen Seitenkörper resp. von (R,) 
und (R,) sind, (R,) mit (R,) und (R,) mit (R,) je einem Systeme von 
Scheitelkörpern angehören. 








Es genügt aber, dass von den acht in einem Durchschnitt («,, «;, «,) 
zusammenstossenden Primärkörpern die vier auf einer Seite der Ebene o, 
gelegenen, nämlich 


(R,), (R,); (R;). (R,) 


Elemente eines und desselben Systemes von Scheitelkörpern sind, damit 
zunächst irgend ein dieser Ebene anliegender Primärkörper und weiter irgend 
einer im »-flach A, überhaupt zu demselben Systeme gehört. 

Angenommen jetzt, in dem Durchsehnitts-(a—1)-seit A,_, einer jeden 
Ebene « enthielte das eine System von Scheitelflächen, A} _,, alle Primär- 
flächen unpaarer, das andere, A/_,, nur solche paarer Ordnung. Es mögen 
dann die 2.4 Primärkörper 


(Ru) Bir) Rx) (Bir); 
(Kix.ı) (Rir) (Ri) (Riss) 


zu vier Paaren von Scheitelkörpern (R,,,.). (R;.,.) sich so um den Durch- 
schnitt (@,, «,, «@) gruppiren, dass die vier Körper 
N 
(Rx), (R,..2); (R.x.3), (R;..4) 
auf einer Seite der Ebene «;, die vier anderen 


(Ri) (R;x..); (R;x,3) ’ (Rx...) 
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auf einer Seite der Ebene «,, und 


(Ri), (Rx) 
auf einer Seite der Ebene «, liegen. 

Die drei Grenzflächen eines Primärkörpers (R,,,.) resp. (R},,.) in 
den drei Ebenen «,, &,, @, sollen bezw. durch (F,,.), (F,.), (F,.) resp. (Fi). 
(F,.), (F;.) bezeichnet werden. 

Eine der beiden Flächen (F,,) = (F;,) und (F,,) = (F;,) des voll- 


ständigen (n—1)-seits A,,_, muss dem Flächensysteme A,,_, zugehören. 


Es sei (F;,) diese Fläche, so sind nach früheren Ausführungen (R,,,,) und 
(R,;,.;;) mittelbar Scheitelkörper. Von den beiden Flächen (F,,) = (F;,) und 
(F,,) = (F;,) des vollständigen (»—1)-seits A,,_, wird die eine, etwa die 
erste, dem Systeme A,,„_, zugehören. Es sind also auch (R,,,,) und (R,,,») 
mittelbar Scheitelkörper. 

Die sechs Körper (AR, ,..), (R;,..), wo e=1, 2, 3, gehören demnach zu 
einem einzigen Systeme von Scheitelkörpern. Sie zeigen sämmtlich die Eigen- 
thümlichkeit, dass von den drei in («,, «,, @,) zusammenstossenden Grenzflächen 
jedes einzelnen zwei den Flächensystemen A’ und zur eine dem Flächen- 
systeme A’ der entsprechenden Ebenen «& angehören. Im Gegensatz dazu 
sind die entsprechenden Grenzflächen der Körper (R,,,.) und (R',,.) durch- 
gängig Individuen der Systeme A’ in ihren respeetiven Ebenen. Daraus folgt: 

Wenn in einer Grenzecke («,, o,, @,) eines Primärkörpers (R) zwei 
Grenzflächen (F;) und (F,) sich treffen, welche in den Ebenen «o, und e, 
den Flächensystemen A;,_, und A,,_, angehören, so ist auch die dritte 
Fläche (F)) in «, Element des Systemes A,;,_.. 

Es sei (F,) eine beliebige vierte in der Ebene «, gelegene Grenz- 
fläche von (R). Wird dieselbe aus (o,,«@,,«,) 
so bestimmt das Schnittpolygon letzterer mit (R) ein Flächensystem 

Fr Pd ) Pd :- + (Fl (Fa) 


\“ m/Y} 


durch eine Ebene E geschnitten, 


in welchem je zwei auf einander folgende Flächen eine Grenzkante von 
(R) gemein haben. Zu jeder Fläche (F,), wog=1,2,... h, selbst aber 
existirt eine Reihe 
hl /T! A \ 
SEE AN ER 


in welcher jedes Element nicht nur die benachbarten sondern auch die 
Fläche (F,) kantet. 
Damit ist eine Verbindungsweise der Flächen (F,), (F,) mit der 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 2. 14 
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Fläche (F,) gegeben, welche ohne weiteres erkennen lässt, dass die Zu- 
gehörigkeit der beiden ersten zu den Systemen A;,-ı, Ax._', auch die der 


' 


dritten zu dem Systeme A,„_, bedingt. 

Diese Ergebnisse in Verbindung mit der T'hatsache, dass irgend ein 
Primärkörper (R) von A, zu einem der vier Körper (R,,..), woe=1,2,3, 4, 
Scheitelkörper ist, lehren, dass, wenn die oben bezüglich A, gemachten 
Voraussetzungen erfüllt sind, sich seine Primärkörper nicht nur scharf in 
zwei Kategorieen scheiden, in Körper (R,,..., (R;...), woe=1, 2, 3, und in 
Körper (R,,.), (R;.,.), sondern vielmehr die Individuen der ersten, ebenso 
wie die der zweiten ein vollständiges in sich geschlossenes System von Scheitel- 
körpern eonstituiren. 

Das System aus fünf Ebenen «,, &, «;, &,, «, in allgemeiner Lage 
bietet das einfachste Beispiel eines Systemes unpaarer Ordnung des vor- 
beschriebenen Charakters. Irgend eine Ebene «o, wird von den vier übrigen 
in einem vollständigen Vierseit A,, geschnitten, und dieses setzt sich aus 
zwei Flächensystemen A;, und A;, zusammen, von denen das erste nur 
l"lächen unpaarer Ordnung, nämlich vier Dreiseite, das zweite nur Flächen 
paarer Ordnung, nämlich drei Vierseite, enthält. 

Nunmehr lässt sich das Gresammtresultat der Betrachtungen dieses 
Paragraphen folgendermassen formuliren. 

Theorem 6. In einem allgemeinen Ebenensysteme A, unpaarer Ord- 
nung erscheint die Gesammtheit der Primärkörper (R), 

a) wenn in dem Durchsehnitts-(“—1)-seit A,_, einer einzigen Ebene 
e mit den (na—1) übrigen ein jedes der beiden vollständigen Systeme von 
Scheitelflächen, A/_, und A/_,, aus denen es sich zusammensetzt, Flächen 
unpaarer Ordnung enthält, als das vollständige System der unmittelbaren und 
mittelbaren Scheitelkörper irgend eines Primärkörpers als des Grundkörpers, 

b) wenn in dem Durchschnitts-(a—1)-seit A,_, einer jeden Ebene « 
mit den »—1 übrigen, das eine Flächensystem A/_, alle Flächen unpaarer 
Ordnung, das andere A,_, nur Flächen paarer Ordnung enthält, als aus zwei 
sich ausschliessenden vollständigen Systemen von Scheitelkörpern I und Z 
susammengeselzt, so zwar, dass in einem beliebigen Durchschnitt (e,, «,, @,) 
genau ein Elementepaar des ersten und allemal drei Elementepaare des 
zıreilen Systemes zusammenstossen. 

Ich theile dementsprechend die Ebenensysteme wunpaarer Ordnung in 
solche erster und in solche zweiter Species. 
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89. 
Das System der Fundamentalvierflache im vollständigen n-flach A„ überhaupt und in demjenigen unpaareı 
Ordnung zweiter Species im Besonderen. 
(semäss den in $ 1 aufgestellten Definitionen erscheinen zwei Ebenen- 
systeme A, und B, in Anbetracht ihres Charakters als äguivalent oder in- 
äquivalent, wenn unter den möglichen »! Combinationen ihrer 2» Ebenen 


zu n Paaren «,, ,; entsprechender Elemente auch nur eine oder auch nicht 


eine existirt, so dass je zwei entsprechende Strecken 

(e., 5:0), (age, a.) und (A, Ps A 
gleichzeitig entweder Primärstrecken resp. nicht Primärstrecken sind oder nicht. 

Unter den allgemeinen Ebenensystemen sind folgende drei, das voll- 
ständige Vierflach, das vollständige Fünfflach und das vollständige Sechsflach 
invariant in Bezug auf ihren Charakter. 

Das vollständige Vierflach A, setzt sich aus einem endlichen (R 
und sieben unendlichen Primärvierflachen zusammen. (R,), und seine drei 
Kantenkörper bestimmen das eine, seine vier Seiten- resp. Scheitelkörper 
das andere vollständige System von Kantenkörpern. A, bietet das einzige 
Beispiel eines allgemeinen Ebenensystemes, in welchem zwei Primärkörper 
einerseits sich mehrfach kanten, zwei Vierflache aus demselben Svsteme 
von Kantenkörpern, nämlich in einem Paare von Gegenkanten, anderers 
sich gleichzeitig seiten und scheiteln, zwei Vierflache aus beiden Systemen 
von Kantenkörpern, nämlich in einer Grenzfläche und deren Gegenecke. 

Das vollständige Fünfflach A, kann aus dem vollständigen Vierflach A 
stets dadurch entstanden gedacht werden, dass mittelst der fünften Ebene von 
dem Primärkörper (R,), des letzteren eine Ecke abgeschnitten wird. Unteı 
den vier Geraden |o,, «| der Ebene «o, nämlich giebt es zwei. in Bezug 
auf welche die paarweisen Schnittpunkte der drei übrigen auf je einer Seite 


* a} . I y» 7 * 4 * 1 
liegen. Es seien I, 0,| und R,, 0&,| GdlESE beiden Greraden. Dann schneidet 


| 


entweder «a, von (R,), ....., die Ecke (e,, «;, a,). oder e, von (R die 
Ecke («,, o;, e,), oder endlich ©, von (R,),....,.. die Ecke (o,, «,.e,) ab. Aus 
dieser Auffassung ist unschwer ersichtlich, dass die fünfte Ebene auf der einen 
Seite den endlichen Primärkörper (R,), des vollständigen Vierflachs A, so 


wie jeden seiner drei Kantenkörper in ein Vier- und ein Fünfflach, auf der 


anderen Seite drei der vier Seitenkörper von (R,), in je zwei Fünfflache theilt. 
Wenn in dem vollständigen Fünftlach A, 


; das primäre (R,), von «, und 
o, in zwei Dreiseiten, von «,, ©, und o, in drei Vierseiten begrenzt wird, 


14* 
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und wenn dementsprechend seine Seitenkörper durch 


(R,)s, (R,); h) (R;);, (R,)s, (R,);, 


seine Kantenkörper durch 


(R;.1)s» (R; )5. (R;.)5, (R,);, (R,);, R,.); 


und 
(R, >) ’ (R,.) ’ (R,.) 
endlich seine Scheitelkörper durch 


(R; 1 2)s ) (R;4); ’ (R;41) ) (R,, a); , (R,>4)5 ’ (R;.41)5 
bezeichnet werden, so bestimmen 
1) der Grundkörper (R,);, 
seine Scheitelkörper erster Zone 


(R;12); > (R, .)s, (R; 4); (R,.)s, (R; 41) . (R,.); 
(R, 2) u (R;.)5; (R, 4) Tu (R; .)s; (R,41); vun (R;.); 


und seine Scheitelkörper zweiter Zone 
(R,)s, (R.);, (R,); 


zusammen das eine, 
2) der Grundkörper (R;), 
und seine Scheitelkörper erster Zone 


(R, 2) ’ (R;4)a, (R, 1); (R,); 
zusammen das zweite 
ın sich geschlossene System von Scheitelkörpern. 

Das vollständige Sechsflach A, setzt sich aus Primärvier-, Primärfünf- 
und Primärsechsflachen zusammen. Um seinen Bau klar zu durchschauen, 
ist eine vorhergehende Discussion des Primärsechsflachs zum mindestens 
zweckmässig. 

Ein Primärfünfflach (R,), ist allemal von drei Vierseiten (&,),;, (&);, 
(@,), und zwei Dreiseiten (&3);, (@,); begrenzt. Es besitzt sechs Eeken 
((e,),(e),(@,),), sechs Kanten |(«,);, («,),| und drei Kanten |(«,),, (@).|. 

Aus dem Primärfünfflach (R,), entsteht das Primärsechsflach (R,),, 
indem von ersterem mittelst einer sechsten Ebene «, entweder eine Ecke, 
etwa (@,,@,, @;), oder eine Kante erster Art, etwa |a,, «,|, oder eine zweiter 
Art, etwa |o,. a, 





‚ oder zugleich eine Kante erster und eine zweiter, etwa 
24, @,) und |e,, @,|, abgeschnitten werden. Diesen vier Constructionen ent- 
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sprechend resultiren für (R,), die vier Formen: 


N) dr 5 ar ar (ar (ar 

2) (ı)s (Rdn (Az) (Ma) (Ma), (Ws), 

3) (0); (05)4, (02)a, (O4)a, (03)4, (O5); 

4) (a) (ao) (dr (Re) (A) (a) 
Es sind dies die einzig möglichen Entstehungsweisen des Primärsechsflachs. 
Der ersten, zweiten und vierten entspricht aber nur eine Erscheinungsform, 
nämlich das Sechsflach mit zwei fünf-, zwei drei- und zwei vierseitigen 
Grenzflächen. Die dritte dagegen führt zu dem Primärsechsflach mit sechs 
(srenzvierseiten. 

Wenn also unter den Grenzflächen eines Primärsechsflachs auch nur 
eine als ein Drei- resp. ein Fünfseit oder zwei sich gegenüberliegende resp. 
irgend drei als Vierseite bestimmt sind, ist das Sechsflach als eine Bildung 
erster oder als eine zweiter Art charakterisirt. 

Das Primärfünfflach sowohl wie jede Form des Primärsechsflachs 
kann auf eine sehr einfache Weise schematisch veranschaulicht werden. 
Es genügt, die betreffenden Schemata anzugeben, um aus ihnen sofort das 
allgemeine Prineip ihrer Bildungsweise zu erkennen. Der Vollständigkeit 
wegen stelle ich das Schema des Primärvierflachs voran. 


wu , % 0, sw 5 & u 
B 0: u... 8 6, 
VB m 0, eier u u 
ua & VB 0, . u. 09 au dB, 
nn u Eu OU — 

u. u U es U 
A > i 
ea m GG u 0 0 %k I % 0 0 Os 
Bi er u u 
eu Dr 0 u Ge Ge Fe | Be 
But u a Be a BD, 
re mr 
"GBR "uue | Dee az | Ge u | re ee Fa | un FR 
% 0% 0 0 0% Q. (G % V GG 0% V. 


Hierin sind die Grenzflächen direet durch ihre Ebenen bezeichnet. 
In dem vollständigen Sechsflach A, bestimmen irgend fünf Ebenen 
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in der sechsten ein Primärfünfseit. Dasselbe ist gemeinsame Grundfläche 
für zwei Primärkörper, und diese können nach dem eben Gesagten nur 
Sechsflache erster Form sein. Die sechs Primärfünfseite («), in den sechs 
Ebenen « bilden also sechs Paare von Grenzflächen für ebenso viele Primär- 
sechsflache erster Art. 

Eines derselben (R,), mag von «,, & in zwei Fünf-, von «,, «, in 
zwei Drei- und von «,, «, in zwei Vierseiten begrenzt sein; es mögen dem- 
entsprechend 

(R), (R), (R), (R), (Ro), (Ro) 
seine Seitenkörper, 
(R.3), (R.), (Res), (Res) u... 
(Rd), (Rd), (Ri), (Ras) 
seine Kantenkörper und 
(R,.3.), (R,.45), (Rss) (e=1,2) 
Rd 
seine Scheitelkörper bezeichnen. 

Da in einem vollständigen Fünfseit die Seitenflächen des Primär- 
fünfseits durchgängig Dreiseite sind, muss das zweite Grenzfünfseit von (R,), 
entweder in «, oder in «,;, und folglich das zweite Grenzfünfseit von (R,), 
entweder in «, oder in «, liegen. Welche von beiden Annahmen gemacht 
wird, ist gleichgiltig, da durch die blosse Vertauschung der Bezeichnungen 
C,, 0%, die eine in die andere übergeht. 

Unter wiederholter, wechselweiser Anwendung folgender Sätze: 

1) In einem vollständigen Füntseit 

a) existirt ein einziges Primärfünfseit. — 

Kine Seitenfläche desselben ist allemal ein Dreiseit, eine Scheitel- 
fläche allemal ein Vierseit; — 

b) hat ein Primärdreiseit zu einer Seitenfläche das Primärfünfseit, 
zu den beiden anderen zwei Vierseite, zu der dem Fünfseit gegenüberliegen- 
den Seheitellläche ein Vierseit, zu den beiden anderen zwei Dreiseite: 

c) hat ein Primärvierseit zu einem Paare benachbarter Seitenflächen 
zwei Dreiseite, zu dem anderen zwei Vierseite, zu einem Paare gegenüber- 
liexender Scheitelflächen ein Drei- und das Fünfseit, zu dem anderen zwei 
Vierseite. 

2) Wenn auf einem Primärkörper (AR) mit höchstens sechs Grenz- 
ebenen von den drei Grenzflächen durch eine Ecke 











a) zwei als Dreiseite, 
b) eine als Dreiseit und zwei als Vierseite, 
c) @) zwei als Fünfseite, 
P) eine als Fünfseit und eine als Dreiseit, 
y) eine als Fünfseit und eine als Vierseit, 
d) eine als Dreiseit und eine als Vierseit, 
d) alle als Vierseite 
bekannt sind, so ist (AR) 
a) ein Vierflach, 
b) ein Fünfflach, 
c) ein Sechsflach erster Form, 
und zwar ist die dritte Grenzfläche 
a) ein Dreiseit, 
P) ein Fünf- oder ein Vierseit, 
y) ein Vier- oder ein Dreiseit, 
0) ein Fünfseit, 
d) ein Sechsflach zweiter Form, ete. ete., 
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führt die erste der obigen zwei Annahmen zu der nachstehenden schematischen 


Beschreibung des vollständigen Sechsflachs. Im derselben charakterisiren die 


in einer Colonne stehenden Ziffern die Grenzflächen, welche die Ebene der 


Colonne mit den Körpern der entsprechenden Zeilen gemein hat. Die 


Ziffer 0 dient dabei zum Ausdruck dafür, dass die Ebene nicht zu der Be- 


grenzung des betreffenden Körpers gehört. 


Schema für das vollständige Sechsflach 


Au > Ur rs Ay, A, Apr lg: 

0, 0, 0; 0, 0; O6 O, 0, O3 04 0, 0 
R), =333300 (RR) =553443 
R) =334440 (R.), =333003 
R..) =444330 (Rı,), =444444 
(R.5=443304 
RR), =535344 
Bı =535053330 > 
(R,) =3 45534 (R,.)=443553= (Rısk(Rio) 
(Rıs=404433 
(Rs =303444 (R,.»=444444=(R 
(Rs =343044(R, =003333 





) 
3,4/6 \ 
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Das vollständige Sechsflach setzt sich danach zusammen 
a) aus 6 Primärvierflachen, 
b) aus 12 Primärfünfflachen, 
c) aus 6 Primärsechsflachen erster Form 
d) und aus 2 Primärsechsflachen zweiter Form. 
Das Primärsechsflach (R})s, 
die drei Vierflache 
(Rı2), (Ra) (R: 5); 
die sechs Fünfflache 
(Rs Ro)» (Bu), (Ra); (Ra) (Ras 
und die drei Sechsflache 
(Rz), (Rave, (Bis 
bilden zusammen das eine, 
die drei Vierflache 
(R), (RB), (Ri; 


die sechs Finfflache 


(R), (BR), (Ro): (Bad (Rss (Rızo)s 
und die vier Sechsflache 
(R),» (RR), (Rs) = (Rede (Risse = (Ras) 
bilden zusammen das zweite in sich geschlossene System von Kantenkörpern. 
Beide Systeme sind einander vollkommen äquivalent. 
Im Besonderen bilden die sechs Primärvierflache insofern ein in sich 
geschlossenes System als in der Reihe 
(Ra), (BR), Rdn MR), Br) (Bo) 
jedes folgende das vorhergehende und das letzte das erste scheitelt. 
in Sechsflach erster Form (R,); wird von zwei gleichartigen Sechs- 
flachen (R;;)s, (R3s); und einem ungleichartigen (R},); gekantet, von zwei 
sleichartigen (R,),, (R}), geseitet, von einem gleichartigen (R,;.) = (Ri; 
und einem ungleichartigen (R}, ,); = (Rs ;)s gescheitelt. Ein Sechsflach zweiter 
Form (R;,); wird von drei ungleichartigen (Ay), (Rı3)s, (Rss) resp. in |e,, « 
\@,,0,|, |e;,, @,| gekantet, von drei ungleichartigen 
(R;)s; (R.)s, (Rı3.6 FR (R; 5) 
und einem gleichartigen 





5) 


(Riss Er (Rz4; 6 
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je doppelt gescheitelt. nämlich in vier Paaren Gegenecken 


(O5 4, 5), (O2, O5, &); (Op, &, 05), (Or, 0, 06); (Or, Or, 5), (Or, Op, 04) 
und 
/ 
(0, O4 Ol; , KIT O-, 03). 


Das vollständige Sechsflach A, bietet das einzige Beispiel für ein allgemeines 
Ebenensystem, in welchem zwei Primärkörper sich mehrfach, nämlich einer- 
seits ein Sechsflach erster Form mit einem erster und einem zweiter, anderer- 
seits ein Sechsflach zweiter Form mit dreien erster und einem zweiter sich 
doppelt scheiteln. 

Uebersteigt die Anzahl » der Elemente von A, die Zahl 6. so sind 
mehrere inäquivalente Species des vollständigen »-flaches zu unterscheiden, 
und ihre Anzahl wächst mit der Zahl ». Aber alle diese verschiedenen 
Species zeigen eine und dieselbe invariante Eigenschaft. Sie wird aus- 
gesprochen durch den Satz: 

Theorem 7. Unter den Primärkörpern eines vollständigen n-flaches A 
kommen mindestens n Vierflache vor. 

Der Beweis spaltet sich wiederum wie bei dem entsprechenden Satze 
für die Ebene in zwei Theile: 

1) in den Nachweis, dass die Anzahl der Primärvierflache von A, 
nicht kleiner als » ist. 

2) in den Nachweis, dass unter allen möglichen Systemen A, solche 
mit genau » Primärvierflachen existiren. 

Die Aussage 1) zu verifieiren werden eine Ebene « von A, und das 
System der »' Schnittpunkte der »—1 übrigen Ebenen einander gegenüber- 
gestellt. Die Ebene ist dann Innenelement eines bestimmten Primär-m-ecks 
[R], in dem vollständigen n’-eck W,, wo m nothwendig gleich oder grösser 
als 4 ist. Die drei Bestimmungsebenen einer Ecke von |R], begrenzen 
zusammen mit « ein Primärvierflach von A,. Es liegen also mindestens 
vier solche einer Ebene « an. Bezeichnet 2, die Anzahl der Primärvier- 
flache, welche in der Ebene «, je eine Grenzfläche besitzen, so ergiebt sich 


n 
34ı,=4u — 4n, 
3 


und es ist « die Anzahl der Primärvierflache in A,. 
Die Aussage 2) findet ihre Bestätigung durch die folgende Uon- 
strucetion des vollständigen Normal-z-tlaches NA,. 
Wenn von dem Primärvierflach (o,, @, &;, @,) = (R,), in A, mittelst «, 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 2. 15 
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die Scheitelecke der Eeke («,, @,, @,), von dem resultirenden Primärvierflach 
(&,, 03, 04,05) = (R,), in A, mittelst «, die Scheitelecke der Ecke («;, @,, @;) u. 8. w., 
wenn schliesslich von dem resultirenden Primärvierflach («,_,, &,_3, &,_., &,_1) 
-(R,_,), in A,_, miitelst @, die Scheitelecke der Ecke («,_,, @,_,, @,_,) in 
der Weise abgeschnitten wird, dass in «,_, gegenüber dem Systeme der 
Punkte (@,_,, @,, @,), Wo A, h, — i—2, die Geraden |«,;_,, «| und |a,_,, @,;_,| zu 
einem und demselben primären Strahlenbereiche und dass gegenüber dem 
Systeme der Punkte («, , @,,«,), Wo h,, h,, h;, — i—2, die Ebenen «, und «,_, 
zu einem und demselben primären Ebenenbereiche gehören, so definire ich 
das resultirende Ebenensystem A, als ein vollständiges Normal-n-flach NA,. 

Die Keflexionen, welche aus dieser Definition des Gebildes NA, zur 
Erkenntniss seiner vorzüglichsten Eigenschaften führen, sind durchaus analog 
denjenigen, welche bezüglich des Normal-»-seits NA, die entsprechende 
Aufgabe gelöst haben. Es erübrigt daher, dieselben hier ausführlich zu 
verfolgen. Das Resultat ist folgendes: 

Im vollständigen Normal-»-flach NA, ordnen sich die » Ebenen « 
zu einem gewissen einfachen Uyklus 

Or, Or 00 GO, 


in welchem zwei benachbarte Elemente «;, «;,, ein Zweiflach («,, «,,,), be- 
stimmen, welches frei von den Schnittpunkten je dreier anderen Ebenen « ist. 
Zwei auf einander folgende Paare benachbarter Ebenen 
sy UNE Ayo, Gys 
bestimmen in dem den beiden Zweiflachen 


(&,, &zı)ı und (&;;2, @&ys)ı 
gemeinsamen Vierflach (R,), ein Primärvierflach von NA,. Die so gebil- 
deten » Primärvierflache 
(BR) (BR) rn Bund (Au)ı 
eonstituiren einen einfachen Cyklus von Scheitelkörpern. 
Drei auf einander folgende und ein Paar benachbarter Ebenen 


G, O&rı, Cr und Or,  Oyrı 


bestimmen in dem den drei Zweiflachen 
(@;, Cr) (415 ir2)ı; (@,, Oyyı)ı 

vemeinsamen Fünfflach ein Primärfünfflach von NA,. Die » Ebenen bilden 

auf diese Weise »(»a—4) Primärfünfflache. 
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Drei Paare benachbarter Ebenen 


Os 0 ;415> Or, Ö;;1s (;s Orıy 
bestimmen in dem den drei Zweiflachen 
(9, Oi )ıs (0; we )ı; (0, Eırı)ı, 


gemeinsamen von sechs Vierseiten begrenzten Körper ein Primärsechstlach 
n(n—4)(n—D) 
1.2.3 


binationen der » Ebenen zu drei derartigen Paaren sind dadureh unter den 


zweiter Form in NA,. Entsprechend den möglichen Com- 


Primärkörpern von NA, ebensoviele Sechsflache zweiter Form eonstatirt. 
Die übrigen n Primärkörper des vollständigen Normal-n-flaches sind 
Vertreter einer und derselben vierten Bildung, des einfachen Normal-n-flaches. 
Die Gleichartigkeit dieser » Körper und ihre Gestaltung erhellt aus 
folgender Ueberlegung: Der Construction von NA, zufolge eonstituiren die 
(a—1) Ebenen «,, &;, ..., «, ein vollständiges Normal-(»—1)-flach NA 


und in diesem die (a—1) Primärvierflache 


\ ER 06), eo. (0, 1» 10 . FR 05). 64 a Od Un, Os 


E17 \ 2 
4 vs) .. +4 n 


“ 


einen einfachen Cyklus von Scheitelkörpern. Angenommen nun, es schnitten 
die (a—2) Ebenen o,, 0, ..., @,_, die (a—1)te «, in einem Normal-»-seit 


NA,„_,, und es ordneten sich dessen (a—2) Primärdreiseite in der Reihenfolge 


/ PAR , 
(0) 0; ’ O3 ’ 0 ’ (nJ%3, Os U, . . .. On) 0 >“ 0 1 * 104 ’# { ( I a 0 4 X > 


N 


zu einem einfachen Cyklus von Scheitelflächen, so ist die Gerade |e,, 


gemäss ıhrer Eigenschaft, mit den drei Geradenpaaren 


w7 1 [4 An 0, we Os, D.. Ur 


je ein Primärdreiseit als Grenzfläche eines entsprechenden Primärvierflaches 
zu bestimmen, ihrer Lage nach an die Bedingung gebunden, durch Ab- 


) 


schneiden der Ecke (le,, ,_.|;,| 





O,, @%|) das Primär-(»—2)-seit von NA,_, in 


ein Primär-(»—1)-seit zu verwandeln. 
Da nun der Durehsehnitt der vier Ebenen 


0.23; Mini Mi 


N 


mit der Ebene «, thatsächlich als ein Normalvierseit 


} 


le, N |; 0.3]; | ns G„-.2l; 10. > GL, 


) n ‘ 1 


aufgefasst werden kann, zeigt die (a—2)-malige Wiederholung des erörterten 
15* 














116 Eberhard, die allgemeinen Ebenensysteme. 


Schlusses, dass die Ebenen «,, ..., @,_, die Ebene «,, und folglich irgend 
(n—1) Ebenen « die nte in einem Normal-(n—1)-seit schneiden. 
Die n» Primär-(»—1)-seite (@,),_, gruppiren sich gemäss den » Zweiflachen 
(U, ad a, se A ch A, 


zu n Paaren Grenzflächen 


N 


dam Mh En EEE SE inne, A en 
von » Primärkörpern 

(Ran, (Roz)n, ee (R.-1n)n> (Run 
sogenannten einfachen Normal-n-flachen. 
Kin solches (R,,,,)„ wird begrenzt: 
a) von den (a—1)-seiten («,),„_, und (&;}1)—; 
b) von zwei Dreiseiten in den Ebenen «,_, und «;,», 


f ( / 


c) von »—4 Vierseiten in den übrigen Ebenen «. 
‚Zur Vervollständigung der Beschreibung von NA, sei noch bemerkt: 
Das einfache Normal-»-flach (R,;,,). besitzt 
a) zu Seitenkörpern: 
) zwei einfache Normal-z-flache (R,_,,), und (R;.142)> 
7) zwei Vierflache (R,_,), und (R)),, 
y) n—4 Fünftlache; 
b) zu Kantenkörpern: 
a) zwei einfache Normal-»-flache (R,_,,;_,). und (R,,:;;3). 
entsprechend den Kanten |a,_,,«;| und |&,;,., &z2|; 
?) drei Vierflache (R_,), (R_), (Rirı)ı 
entsprechend den Kanten |o,,«;_.|, |&;, &irıl, |&rı> &ral; 
y) 2(n—4)+2 Fünfflache 
entsprechend den übrigen Kanten |«,, «;|, j&;;ı,@,| und den zwei Kanten 
&,..,&.1), jo, Mus 
0) n—5D Sechsflache zweiter Form 
entsprechend den übrigen Kanten |a,, @;,1]; 
c) zu Scheitelkörpern: 
ca) zwei einfache Normal-x-flache (R,,;:,.2> (R;_3.:_2) 
entsprechend den Ecken («;;,, &z2, &43), (&-2, &-1, &), 


n» 


7) vier Fünftlache 
entsprechend den Ecken (&,_,, &, &;zı), (&s &urız &ir2), (irın rs, ira), 


y n 
(; G_; q; -3/ 3 
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y) 2n—10 Sechsflache zweiter Form 
entsprechend den übrigen Ecken. 

Aus dem vollständigen Normal-»-flach NA, lassen sich leicht andere 
Ebenensysteme A, ableiten, welche gleichfalls je n und nicht mehr Primär- 
vierflache besitzen. (Gehen nämlich die » Ebenen « aus ihren ursprünglichen 
durch stetige Bewegung in andere Lagen über, so bleibt der Zusammenhang 
der » Primärvierflache (R,), und damit der Charakter des Ebenensystemes 
als eines vollständigen Normal-r-flaches ungeändert, bis mit eintretender 
Kreuzung von vier auf einander folgenden Kbenen 


ie “i+19 


O2; Or3 


das Vierflach (R,), illusorisch wird. Alsdann sind folgende Veränderungen 
in dem Systeme der Primärkörper von NA, zu bemerken *): 


a) die vier Seitenkörper 


(@,); (41 )2> (12 )n> (0,3) ’ 
b) die sechs Kantenkörper 


/\ 


(je;, 17 } 15; (j&;; @;r2|); (\e;, 0; 36; (\e, +19 042 


\ /| IN / 


/n» U i+19 14 I I/n» \ 





c) die vier Scheitelkörper 
Fa a Fe ae (nn en (a, un 
des Primärvierflaches (R;,), gehen über 
a) in die vier Scheitelkörper 
(@;, 19 04 293 47 } 3/4 (G;, 47 +29 Ü; a (0, 7 +19 &;; rw ’ (@;, q,; +19 a, + , + 3 
b) in die sechs Kantenkörper 
BE ns TR a, 5), A, ra),  (, rrı hs 
in die vier Seitenkörper 


(@;43)5, (&;)s; (41 Jos (&42) 


des inversen Vierflaches (R‘)).. 


C) 


*) Es sind hier die verschiedenen Körper kurz durch die Grenz-Flächen, -Kanten 
und -Ecken bezeichnet, welche beziehungsweise ihre Lage zu den Primärvierflachen (R;), 
und (R;), charakterisiren. So bedeutet («;), das Fünfflach, welches mit (R,), in «,; eine 


gemeinsame Grenzfläche («;) besitzt, etc. etc. 
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Die Kreuzung der besagten vier Ebenen « führt also zu einem 
Ebenensysteme A,, welches gleichfalls genau » Primärvierflache besitzt. 

Aus dieser Betrachtung fliesst zugleich das folgende wichtige T'heorem. 

Theorem 8. Das System der Primärvierflache in einem allgemeinen 
Ebenensysteme bestimmt ein Fundamentalsystem von Primärkörpern, d.h. ein 
System, welches entscheidend ist für den Charakter des Ebenensystemes. 

Hieran schliesst sich unmittelbar folgende Definition: Wenn in einer 
teihe vollständiger »-tlache 


1, ee 


n 

jedes folgende aus dem vorhergehenden durch Inversion eines einzigen 
Fundamentalviertlaches entstanden ist, d. h. durch Kreuzung der vier Ebenen 
eines solchen in einem Punkte, und wenn in jeder anderen Reihe derart 


fi % (i,.) 
7 ER N < B 


n 3 n 


die Anzahl 4 der Zwischengebilde A} gleich oder grösser als die Anzahl 4 
der Zwischengebilde A‘ ist, so wird die Zahl +1 das Maass der Inäqui- 
velenz der Gebilde A, und B, bezeichnen. — Auch hier ist es naturgemäss, 
alle möglichen vollständigen »-tlache auf ein einziges, das Normal-»-flach, 
als die Grundform zu beziehen. 

Das vollständige Normal-n-flach unpaarer Ordnung repräsentirt ein 
allgemeines Ebenensystem unpaarer Ordnung zweiter Species. 

Die Art der Vertheilung seiner Primärkörper auf die beiden voll- 
ständigen Systeme >’ und >” von Scheitelkörpern ergiebt sich wie folgt: 
Otfenbar gehören zu dem Systeme I’ die » Primärvierflache (R,),. Von diesen 
stützen sich bestimmte vier auf dieselbe Ebene «, in vier Primärdreiseiten, 
Seitenflächen des Primär-(»—1)-seits, in besagter Ebene. Ein jedes der 
übrigen (a—5) Primärdreiseite in «, ist gleichfalls Grundfläche eines Körpers 
von >, der weder ein Vierflach noch ein Sechsflach ist. Es kann aber 
auch keiner ein einfaches Normal-»-flach sein. Denn ein solches hat zwei 
Primärvierflache zu Seiten- und zwei zu Kantenkörpern. Also sind alle 
(na—5) Körper Fünffllache, und da ein solches allemal in einer zweiten 
bene « ein zweites Grenzdreiseit besitzt, so treten unter den Körpern von 


Pr: i n(n—) ae R i A i . 
> im Ganzen ‚un Fünfflache auf. Dieser Befund in Verbindung mit 


der früher erkannten Thatsache, dass in jedem Punkte («,, @,,«,) ein und nur 
ein Paar Körper (direete Scheitelkörper) des Systemes >’ zusammenstossen, 
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involvirt zur Bestimmung der Anzahl x der Primärsechsflache in IF’ die 


Relation: 


‚ nen—5)  o n(n—1)(n—2) 
An-+b- ( ) 182 = 2. ( IC ) 


2 1.2.3 


und es resultirt 


n(n—D)(n— 7 
\ N ai 
1.2.3.4 
Das Gesammtergebniss lautet: 
n(n—1)(n—2) 
1.2.3 
digen Normal-a-flaches unpaarer Ordnung bestimmen 
(n—1)n(n-+ 
1.2.3.4 


a) die » Vierflache (R,),. 


In dem Systeme der n-+ Primärkörper eines vollstän- 


. | ” .. .. » 
1) gewisse Körper, nämlich 


ı s(n—b  ® 
b) I Fünfflache, 


_ 


) n(n—D)(n— 7) 


1.2.3.4 
das eine, 


Sechsflache 


2) die übrigen Körper, nämlich 


en 


a) die n einfachen Normal-r-flache, 


5) "RZ Fünfflache, 
n(n—3)(n—D) 


»))») 


ee 


c) Sechstlache 


das andere 
vollständige System von Scheitelkörpern. 

Allgemein gilt: 

Theorem 9. In einem vollständigen n-flach unpaarer Ordnung zweiter 
Species gehören alle Primärvierflache zu einem und demselben vollständigen 
Systeme > von Scheitelkörpern. 

Wäre nämlich (R), ein Fundamentalvierflach, welches zu dem Systeme 
=" gehörte, so würde, wie unmittelbar einzusehen, Analoges auch von seinen 
vier Seitenkörpern und, da diese zu je dreien der Kantenkörper von (R), 
Scheitelkörper sind, das Nämliche auch von letzteren gelten. Es würden 
alle S in einem Durchschnitte («,, «,, «,) zusammenstossenden Primärkörper 
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einem und demselben Systeme von Scheitelkörpern angehören. Also ist 
die gemachte Annahme illusorisch. 

Das vollständige Normal-r-flach paarer Ordnung giebt ein Beispiel 
eines allgemeinen Ebenensystemes paarer Ordnung, in welchem die beiden 
vollständigen Systeme von Kantenkörpern sich nicht nur aus gleich vielen 
Primärkörpern überhaupt und gleich vielen der nämlichen Art im Be- 
sonderen, sondern auch aus denselben in ganz entsprechender Weise zu- 


sammensetzen. 











Ueber die Fundamentalaufgabe der Axonometrie. 
(Von Herrn A. Beck in Riga.) 


Der nach Pohlke benannte Fundamentalsatz der Axonometrie sagt 
aus, dass drei nach Richtung und Länge willkürliche Strecken der Bild- 
ebene immer als schiefe Parallelprojeetionen von drei zu einander senk- 
rechten, unter sich gleich langen Strecken aufgefasst werden können. 

Alles was sich auf den Beweis dieses Satzes bezieht, ist durch die 
elementare Darstellung erledigt, welche Herr H. Schwarz im 63. Bande 
dieses Journals gegeben hat, und aus dieser Darstellung ergiebt sich auch 
eine Lösung für die Aufgabe, aus den gegebenen Bildstrecken das Original- 
axenkreuz zu construiren. 

Im Folgenden soll diese letztere Aufgabe nach einer andern Methode 
behandelt werden, die zwar weniger elementar ist, die sich aber als eine 
besonders angemessene dadurch erweist, dass sie zu einer econstructiven 
Lösung von bemerkenswerther Einfachheit führt. 

Die Kugel, welche mit der Originalaxenlänge als Radius um den 
Mittelpunkt des Originalaxenkreuzes beschrieben ist, hat als schiefe Parallel- 
projeetion eine Ellipse, welche, wenn das Bildaxenkreuz gegeben ist, con- 
struirt werden kann, da sie jede der drei Ellipsen doppelt berühren muss. 
welche aus je zweien der gegebenen Bildstrecken als eonjugirten Halb- 
messern beschrieben werden können. Auf die Axenconstruction dieser Um- 
rissellipse kommt nun die Aufgabe hinaus; denn die kleine Halbaxe ist 
gleich der Originalaxenlänge, und indem man über der grossen Ellipsenaxe 
als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck ceonstruirt, dessen Ebene zur 
Bildebene senkrecht steht und dessen eine Kathete gleich der kleinen 
;llipsenaxe ist, hat man die projieirende Riehtung gefunden. 

Zu dieser Umrissellipse gelangt man nun am einfachsten, wenn man 
das unendlich schmale Ellipsoid in Betracht zieht, welches die drei Bild- 
strecken 0A, OB, OC zu conjugirten Halbmessern hat. Es handelt sich 
dann um das Axenproblem einer Fläche zweiter Ordnung, für welches 
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Chasles (Apercu historique, 1837) eine elegante Lösung gegeben hat, die 
sich auf die "Theorie der eonfocalen Flächen zweiter Ordnung stützt. 

Nun ist zu bemerken, dass die Chaslessche Construction dadurch, dass 
das Ellipsoid unendlich schmal ist, durchaus nicht unausführbar wird. Indem 
die Bildebene eine der Hauptebenen des Ellipsoides ist, redueirt sich das Problem 
vom dritten auf den zweiten Grad, und das aus der T'heorie der eonfocalen Flä- 
chen Vorauszusetzende kann auf die folgenden beiden Sätze beschränkt werden: 

a) Die Axen les Diametralschnittes eines Ellipsoides, welcher zur 
Tangentialebene eines Flächenpunktes P parallel ist, sind parallel zu den 
Normalen der beiden durch P gehenden mit dem Ellipsoid confocalen Hyper- 
boloide, und die Quadrate der kleinen und der grossen Halbaxe sind a’—a; 
und @’—a;, wenn a, a,, a, die ersten Halbaxen des Ellipsoides, des ein- 
schaligen und des zweischaligen Hyperboloides bezeichnen. 

b) Wenn ein primäres System confocaler Flächen mit dem Mittel- 
punkt O gegeben ist, so ist jeder Punkt P der Mittelpunkt eines secun- 
dären Systems eonfocaler Flächen von folgender Art: die Hauptaxen des 
seeundären Systems fallen in die Normalen der drei durch P gehenden 
Flächen des primären Systems, und die Hauptaxen des primären Systems fallen 

B' in die Normalen der drei durch O 
p gehenden Flächen des secundären 
Pa Systems; die Axen des Ellipsoides 
e)\ / | im primären System sind gleich 
> den ersten Hauptaxen der drei 
yigg IN / Flächen des secundären Systems. 


Hl si c) Ausserdem machen wir 





noeh Gebrauch von der Chasles- 





| schen Construction der Axen einer 
Er — N durch zwei conjugirte Halbmesser 
IN | 0A, OB gegebenen Ellipse: Von 
bB aus wird auf der Senkrechten 





zu OA der Halbmesser 0A nach 





„N F /B MH und N aufgetragen. Dann 
| halbiren die Axenriehtungen die 
Winkel der Riehtungen OM, ON 
und die Axenlängen sind gleich der Summe und der Differenz der Strecken 
OHM, ON (s. Figur). 


M 


fg an 
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Das unendlich schmale Ellipsoid habe nun die Halbaxen a, b, e. 
Wir construiren zunächst nach e) die Halbaxen 0A,, OB, der Ellipse, welche 
die Streeken OA, OB zu eonjugirten Halbmessern hat. Wenn die durch € 
gehenden mit dem Ellipsoid confocalen Hyperboloide die ersten Halbaxen 


a,, a, haben, so ist nach a): 
0A, = a-—a,. 
OB, = a’—a.. 


Die Normale des einschaligen Hyperboloides dureh € ist parallel zu OB.. 
die des zweischaligen parallel zu OA,; erstere ist die Y-Axe, letztere die 
Z-Axe des secundären Systems mit dem Centrum C, während die X-Axe 
senkrecht zur Bildebene ist. 

Da das secundäre Ellipsoid die Halbaxen a, a,. a, hat, so haben 
die in den Ebenen XY resp. XZ liegenden reellen Focalkegelschnitte die 
Halbaxenquadrate a —a;,, a, —a,, resp. a —a,, a,—a, Hiernach könnte man 
die Umlegungen dieser Focalkegelschnitte leicht eonstruiren (s. Figur). Es 
ist zunächst a —a, zu ermitteln, indem man das rechtwinklige Dreieck OB,F 
mit der Hypotenuse 0A, und der Kathete OB, construirt. Die Focal- 
ellipse hat dann die Halbaxen CP =0A, auf X und CO =CR=OF auf Y, 
die Focalhyperbel die Halbaxe CS =CT=0OB, auf X und die Excen- 
trieität OA... 

Die Bildebene schneidet nun das Ellipsoid und das einschalige Hyper- 
boloid des secundären Systems in einer Ellipse und einer Hyperbel, welche 
die gemeinschaftlichen Brennpunkte Q, AR haben. Die Normalen dieser 
beiden Curven durch 0 müssen also die Winkel der beiden Richtungen 
O0 und OR halbiren, und damit sind die Axenrichtungen für die Umriss- 
ellipse gefunden. 

Für die beiden eonfocalen Kegelschnitte ist Y die Hauptaxe, deren 
Länge gleich der Summe resp. Differenz der Strecken 00, OR ist. Für 
die beiden neuen eonfocalen Kegelschnitte, in welchen das Ellipsoid und 
(das einschalige Hyperboloid von der Ebene AY geschnitten werden, ist Y 
die Nebenaxe, während die gemeinschaftlichen Brennpunkte in S und T auf 
X liegen. Man hat also zwei rechtwinklige Dreiecke zu construiren, welche 
1(OR+O®) resp. J(OR—OP) zur einen Kathete und CS = OB, zur anderen 
Kathete haben. Die Hypotenusen derselben sind nach 5b) die grosse und 


kleine Halbaxe der Umrissellipse. 


16* 
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Das Resultat lässt sich hiernach in folgende Regel zusammenfassen: 
Nachdem für die Ellipse mit den conjugirten Halbmessern 0A, OB die 
Halbaxen 0A,, OB, sowie die Excentrieität OF ermittelt sind, trägt man 
von C aus auf der Senkrechten zu 0A, die Excentrieität OF beiderseits 
nach Q und R auf. Die Halbirungslinien der durch OQ und OR gebildeten 
Winkel geben die Axenrichtungen; trägt man die halbe Summe und die 
halbe Differenz der Streeken 00 und OR von O aus auf OA, nach E und 
H auf, so sind die Strecken B,E und B,H die Halbaxenlängen für die Um- 
rissellipse. 

An dieser Construction fällt sofort die Analogie mit der Chaslesschen 
Axeneonstruction für eine durch zwei conjugirte Durchmesser gegebene 
Ellipse in die Augen. Auf Grund von Betrachtungen anderer Art hat Herr 
Pelz für die Umrissellipse eine Axenconstruction gegeben, welche in Bezug 
auf die Axenriehtungen mit der obigen übereinstimmt, in Bezug auf die 
Axenlängen aber abweicht *). 

Schliesslich möge bemerkt werden, dass die obige Uonstruction offen- 
bar auch die allgemeinere Aufgabe löst: den Umriss eines durch drei be- 
liebig gegebene conjugirte Durchmesser bestimmten Ellipsoides für schiefe 
Parallelprojeetion zu construiren. 

*) K. Pelz, Ueber einen neuen Beweis des Fundamentalsatzes von Pohlke, Sitzungs- 
berichte der k. Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1877 (Wien). 


Riga, März 1888. 








Theorie der biquadratischen Formen. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


r 

Iiwischen zwei elliptischen Funetionen zweiten Grades y(a) und 
w(a) mit denselben Perioden besteht eine Relation, welche in Bezug auf 
jede vom zweiten Grade, und in dem Falle, wo w(a) = gp(u+w) ist, sym- 
metrisch ist. Solche Gleichungen und nur solehe werde ich im Folgenden 
biquadratische nennen. Auf die Form einer symmetrischen biquadratischen 
Relation ist das Additionstheorem der elliptischen Funetionen schon von 
Euler gebracht worden, und die allgemeine biquadratische Relation hat 
bereits Lagrange zur Umformung der elliptischen Integrale benutzt (Vel. 
Jacobi, Werke Bd. II, S. 367). Eine eingehendere algebraische Unter- 
suchung haben über die symmetrische biquadratische Form Richelot (dieses 
Journ. Bd. 44, S. 277) und die Herren Rosanes und Pasch (dieses Journ. 
Bd. 70, S. 169) angestellt und über die allgemeine Form Herr Cayley (On 
the porism of the in-and-eireumseribed polygon; Quart. Journ. vol. XI, p. 83). 
Derselbe hat die charakteristische Gleichung der Form angegeben, deren 
Coeffieienten die fundamentalen Invarianten der Form sind, und gezeigt, wie 
man mit Hülfe jeder ihrer Wurzeln die Form in eine symmetrische trans- 
formiren kann. Hat die biquadratische Function F(z,y) in Bezug auf x 
und % die Determinanten A,(y) und R(x), so folgt daraus, dass R und R, 
gleiche Invarianten haben. 

Auf die charakteristische Function von F(z,y) ist auch Clebsch ge- 
führt worden in einer Untersuchung über den conjugirten Uonnex zu einem 
Uonnex zweiter Ordnung und zweiter Klasse (Lindemann, Vorlesungen über 
(seometrie, 8. 952). Dass R und A, gleiche Invarianten besitzen, haben 
die Herren Zeuthen (Deduction de differents 'Theoremes geometriques d’un 
seul Principe Algebrique; Proceed. of the London Math. Soc. vol. X, p. 196) 
und Capelli (Sopra la corrispondenza (2, 2); Giorn. d. Battaglini, vol. XVII) 
durch symbolische Rechnung bewiesen, und sie haben von diesem Satze 
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zahlreiche Anwendungen auf die Geometrie gemacht. Auch Herr Halphen 
hat sich nach einer Notiz des Herrn Zeuthen (Proc. vol. XI, p. 156) mit 
demselben beschäftigt. Die obigen Literaturnachweise machen, wie es bei 
einem so elementaren Gegenstande selbstverständlich ist, auf Vollständigkeit 
keinerlei Anspruch. 

Ausser dem Beweise des Herrn Cayley, den ich in $ 1 reprodueire, und 
dem Beweise. der sich aus der 'T'heorie der elliptischen Funetionen ergiebt 
$ 15), gebe ich von diesem Satze noch zwei andere Beweise ($ 2 und 3). 
Die Bedingungen, die erforderlich und ausreichend sind, damit AR(x) und 
R,(y) äquivalent sind, und F(z,y) in eine symmetrische Form transformirt 
werden kann, erörtere ieh in $ 3 und 4. Jener Satz enthält die nothwendige 
Bedingung für die Lösbarkeit der Aufgabe, die den Mittelpunkt der folgen- 
den Untersuchungen bildet ($ 8 und 9), alle biquadratischen Functionen 
F(xz,y) zu bestimmen, für welche R(x) und R,(y) gegebene Functionen 
sind. Die speciellen Fälle, welche sich bei ihrer Lösung darbieten können, 
behandle ich in den $$ 11, 12 und 13, den Fall, wo F(rx, y) symmetrisch 
ist, in $ 14. 


sl. 
Die Invarianten und Covarianten einer biquadratischen Form. 
Die biquadratische Form 
(Ar’+2Bax,+Cz))y-+2(Az’+2B rer, 4+0'zc)yy+(A'c+2B"rr, + Cry: 
Ay+2Ayyt+A'y)e+2(By'+2B yy+Byılanı+ (Cy+2C yyrCyaı 


ehe dureh die linearen Substitutionen 





j ! 1 PM] 3 
9\ (je sar+ße, y=ayıPyı, 


{ 


| la =yer+dn, yayytly, 
2 F, = (Az”+2B,rc, +62, )y + 
über. Dann geht auch, falls man 
ay=p, ay=gq, ayı=r, my =$ 
setzt, die quadratische Form 
G = (Ap+Bqg +A'r+Bs)p+(Bp-+Cg -+Br +C's)gq 
+(Ap+B’g+ A" r+B"s)r +(Bp+Cg+Br-+Cs)s 
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der Variabeln p, q, r, s durch die lineare Substitution 


(3) (p = Bern ' u PB®, = if ae Fy, ” | % id, 
| r=0yp +ßY 1 ar +90 s, s=yyp +Jdy qg- yo r-00's 
in 
G, = (Aup+ Bug + Aur+ Bus )p +" 
über. Diese Gleichungen drücken aber aus, dass die bilineare Form 
pin+gäön+räntsnn, 
dureh die Substitutionen 


SS =as+tys, n =ar- 


in 

psn+gsntrsnHtsnm, 
transformirt wird. Sind also e&J—Py = e und ed’— 'y' = # die Determinanten 
dieser Substitutionen, so ist 

ps—qr = ee (ps—gqr'). 
Da demnach die Substitution (3.) die quadratische Form ps—gr der Variabeln 
p, q, r, s in ee(ps—gr) überführt, so ist das Quadrat ihrer Determinante 
9° — (ee)*, und folglich ist 9 = (ee), wie man erkennt, indem man 

e=0=—=(0 =] » -vß ev —() 


’ Ü 1 / 


setzt. Die Determinante der Schaar quadratischer Formen @+22(ps— gr 


A B A B+z2 A A B B'+z 
\ RR. C B-3 C A A" B—z B" 
( t / R.(2) e ! ! r zZ or ! ! 
A 3’: 4 B B B-z3 C Ü 
B+z2 C I er B+s EB" e C 


nenne ich die charakteristische Determinante oder Function von F. Da jene 
Formenschaar durch die Substitution (3.) in die Sehaar @,+2zee (ps —q'r 
übergeht, so ist deren Determinante gleich 9R;(z). Daher sind die Üoef- 
fieienten von 

(9.) R,(z2) = 2’—6sz +42 4-u 


Invarianten von F und stehen zu den analogen Invarianten von F, in der 


Beziehung 


+ 


I..N? (aa N 
=), Mt), m = u(ee 
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In der Regel werde ich z,=y, = 1 setzen und diese Variabeln nur 
bei partiellen Differentiationen und ganzen linearen Substitutionen benutzen. 
Zur Abkürzung setze ich 


a a RS ae TR  &F 
2F, — os - 2F, — oy * 2F,, nn dr?’ 2F;, — öy?? 4F.; — Oroy 


Unter der Determinante einer quadratischen Function Ar’+2Bxr-+C verstehe 
ich den Ausdruck B’— AC, unter der simultanen Invariante von zwei qua- 
dratischen Functionen den Ausdruck 4(2BB'— AC’—CA). Die Determinante 
von F(x,y) in Bezug auf y ist also 
(6.) R(x) = FE-FF, = (Az’+2B’r+C’--(Ar’+2Br+C0)(A'c’+2B’c+C") 
die in Bezug auf x 
(7) R,(y) = F[—-FF, = (By +2B’y+ BY’ — (Ay’+2Ay+A)(COy-+2Cy+C"). 
(seht F durch die lineare Substitution 

(8.) ?e= ya — 0X, x = de — Pr, 
mit der Determinante @&d—Py=e in F, über, so ist 
A, = Ay’+2Byd-+C0°, —B, = Aay+B(ad+Ppy)+0Pd, C,= Au’+2Bap +05 


und ebenso A, = Ay’+2Bb’yd+C'd° u.s. w. Ist nun z=e eine Wurzel der 
Gleichung R;,(z) =, so kann man vier Grössen @, /, y, 0 so bestimmen. 
dass sie den linearen Gleichungen genügen: 


(4) Aa +BP+AYy-+Bd = —cb, 
ER (B) Ba+C$ +By +0) = 0, 
Rz (I) Aa+B’P+A'y+B'd = cp, 
(9) Ba+C'P+B’y+C"d = —co. 





Von diesen bilde ich die Combinationen 

(4o.-}- BP) CG,—B, = -ee, 

(Ay+B0) —B,+A, = 0, 

(To + 4P) Bl = 0, 

(Iy+40) —B,+A, = -—ece 

Die zweite und dritte und die aus der ersten und vierten folgende Gleichung 
C,= A, drücken aus, dass die transformirte Form F,(x', y) = F,(y, x’) eine 
symmetrische ist. 


In der Determinante (4.) bezeiehne ich die dem Elemente A ent- 


(9* ) 
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sprechende Unterdeterminante mit [A], die dem Elemente B-+-z entsprechende 
mit [B+z], u.s. w. Sind diese Unterdeterminanten für 3= ec nicht sämmt- 
lich Null, so kann man 
(10.) 2 =-[Al, 22f=-—[B, 22y=—[A], 2ed=—[B-+c 
u. 8. w. setzen. Da dann 
2(@d—Py) = [B'’—e] -[B'+e] 





ist, und da 
IR,(z2) = [B'+2]—-[B'— 3] 

ist, SO Ist 

(11.) ad—Py = —IR;(c). 
Ist also e eine einfache Wurzel der Gleichung R,(z) = 0, so ist & von Null 
verschieden. Geht R(x) durch die Substitution (8.) in AR,(z’”) über. so 
stimmen, da die Function F,(z', y) symmetrisch ist, ihre beiden Determinanten 
R,(x) und ®R,(y) in den Coefficienten überein. Daher geht Rx) durch 
die unimodulare Substitution 

(12.) Ver = yy—oy,, Ver, — dy—Py, 
in R,(y) über, und mithin haben beide Funetionen dieselben Invarianten. 
Die Invarianten von AR(x) sind ganze Funetionen der Coefficienten von 
F(x,y). Da diese den Invarianten von A,(y) gleich sind, falls die Gleichung 
R,(z)=0 eine einfache Wurzel hat, so müssen sie ihnen identisch gleich 
sein. Im allgemeinen hat nämlich jene Gleichung keine mehrfachen Wurzeln. 
Denn man kann die Coefficienten von F(x,y) so wählen, dass die Invari- 
anten s, £ und a vorgeschriebene Werthe haben. Z. B. hat die biquadrati- 
sche Form 

(13.) 2(s—-a)y —2ty+22°+2sc+1(s’—u) 
die charakteristische Function (D.). 

Ich werde mich nun folgender kurzen Redewendung bedienen: Aus 


2) . £ » Y—-ıan 
den Gleichungen (12.) folgt — 7%: oder wenn man ©, = y, =1 setzt, 
a. dy—Py, | 
(14.) e— Pe—yy+day =. 


Ich werde daher sagen, dass R(xz) durch die wnimodulare Substitution (14.) 

in R,(y) übergeht. Dabei muss die Determinante @&d—/y = von Null ver- 

schieden sein, braucht aber nicht 1 zu sein. Ich verstehe also unter dieser 

Wendung, dass die (homogen gemachte) Function R durch die (wirklich 

unimodulare) Substitution (12.) in R, transformirt wird. Dass in dieser Sub- 
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stitution ein Vorzeichen unbestimmt bleibt, kommt hier, wo es sich um 
Funetionen paaren Grades handelt, nicht in Betracht. Setzt man nun 


u. 12 -1E  -y ay 
Fr B A B-+z 

5 Te C BC |=f@ 43) 
Er Bat 


ay B-+z C B" c" 


so ist die Gleichung (14.) den Formeln (10.) zufolge identisch mit Yf(z, y, c)= 0. 
Fügt man in dieser Determinante zu den Elementen der letzten Colonne 
die der zweiten, mit xy multiplieirt, die der dritten, mit y, und die der 
vierten, mit & multiplieirt, ferner zu den Elementen der vierten Colonne die 
der zweiten, mit y multiplieirt, und zu denen der dritten die der zweiten, 
mit = multiplieirt, und formt man die Zeilen in der nämlichen Weise um, 
so erhält man 

FF PR | 
(16) —- F, F\ı F,»—3 = f(x, y, 2)=F(z, y)s +2G(z, y)z+H(e, y). 

F, F,— 3 F;. 
Dieser Ausdruck wird also das Quadrat einer bilinearen Function von x 
und y, wenn man für z eine der vier Wurzeln ec, c,, ©, c, der Gleichung 
R;,(z) = 0 setzt, welche ich jetzt als verschieden voraussetze. Betrachtet 
man ihn als Funetion von y, so ist seine Determinante eine Function vierten 
Grades von z, in welcher der Coefficient von 3* gleich R(x) ist, weil der 
Coeffiecient von 3° in f(z,y,2) gleich F(z,y) ist. Da dieselbe für die vier 
Wurzeln der Gleichung R,(z) = 0 verschwindet, so muss sie durch R;(z) 
theilbar, und folglich gleich R(z)R;(z) sein. Ebenso ist die Determinante 
von f in Bezug auf x gleich R,(y)R;(z). Endlich erhält man, wenn man 
die oben eingeführte Bezeichnung für Unterdeterminanten benutzt, durch 
Anwendung eines bekannten Satzes auf die Determinante (16.) 

-/F = [Fu]lFa]-[P2— 3] 

Nun ist aber 


und mithin 
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oder 

(17.) @—FH = R(z)R,(y). 
Da nun f, falls man y als constant betrachtet, eine biquadratische Funetion 
von x und z ist, so müssen ihre Determinanten in Bezug auf x und z, also 
R,(y)R,(z2) und R,(y)R(x) dieselben Invarianten haben. Demnach ergiebt 
sich der folgende Satz, eine Verallgemeinerung des in der Einleitung er- 
örterten 'T'heorems: 

I. Die beiden Determinanten einer biquadratischen Form und ihre 
charakteristische Function sind drei Functionen vierten Grades, welche alle 
dieselben Invarianten haben. 

Berechnet man die Invarianten von R,, so findet man ($ 5, (2.)) 

(18.) g=3s’+u, Hes—l—su 
und folglich 

(19.) P=4’—-95—-9, U=Nn-—ds. 
Da nun die Disceriminante 

(20.) % = 279; 
von R, nicht verschwindet, so hat auch jede der beiden Gleichungen R(x) = 0 
und R,(y) =0 vier verschiedene Wurzeln, die ich mit a, a,. @, a, und b, 
b,. b,, b, bezeichne. Da AR(x) durch die Substitution Yf(z, y,. ec) =0 in R,(y) 
übergeht, so entspricht vermöge dieser Gleichung jeder Wurzel a, der 
Gleichung R(x) = 0 eine Wurzel der Gleichung AR,(y)= 0, die ich mit b, 
bezeichnen will. Ebenso wird aber auch durch jede der vier Substitutionen 
Vf(z,y,e,)=0 die Function R in R, transformirt, und da eine Function 
vierten Grades ohne mehrfachen Theiler nieht auf mehr als vier Arten in 
eine äquivalente transformirt werden kann, so sind dies alle T'ransformationen 
vonRinAR,. Ista, %, y=1, 2, 3, so haben die vier Grössen b,, b, b,, b; 
dasselbe Doppelverhältniss wie b, b,, b;, b,. Mithin giebt es eine Trans- 
formation von R in R,, welche die Wurzeln «a, a,, a,, a, in b,,b, b.b, 


’ 


überführt. Ist diese Yf(x, y, c,)=0, so bestehen die 16 Relationen 


21.) fab,c)=fla,b.,c)=fla,., b, c.)=fla., b., c)=f(a.,b;,, c,)=L0. 
Betrachtet man f(x, y, 3) als Funetion von x oder z, so verschwindet ihre 
Determinante für y=b,. Mithin ist f(x, b,,z) das Quadrat einer bilinearen 
Funetion von x und z, und, wie die Gleichungen (21.) zeigen, wird R(x) 
durch jede der vier Substitutionen Vf(z, b,, 3) = 0 in R,(z) transformirt. End- 


17* 








% 
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lich sind Yf(a,,y,3)=(0 die vier Substitutionen, welche A,(y) in R;(z) 
überführen. 

Sei &, 4, ı. O, die Lösung der linearen Gleichungen (9.), falls 
man in denselben e durch ce, ersetzt. Multiplieirt man dann jene Glei- 
chungen der Reihe nach mit «,, P,, Yı. d, und addirt sie, so erhält man 


(Aa+BP+ Ay+B Na, + = e(Pyı+ßPy— ad, — a0). 

Da die linke Seite ungeändert bleibt, wenn man «, 9, y, d mit a,, Pi, 71, di 
vertauscht, und da e von ce, verschieden ist, so folgt daraus 

(22.) PyıtrPı—ed,—da, =. 
Ist also 

23.) fo, u 0)= Ak, „), La Wen Ba—yy+day, 
so verschwindet die simultane Invariante von je zwei der bilinearen Formen 
f.(z, y), und nach (11.) ist die Determinante von f,(z, y) 

(24.) 0,0,— By, = —4R:(c,) 
von Null verschieden. Daraus folgt, dass die vier Formen f, linear unab- 
hängig sind, während zwischen ihren Quadraten die Relation 


3 I: 3 I(®, y) sur ) 
(25.) =, R'(c,) ( 
besteht. 
$2. 


Die Gleichheit der Invarianten von R und AR.. 

Der zweite Beweis, den ich jetzt für die Uebereinstimmung der In- 
varianten von R und R, entwickeln will, erfordert nur rationale Operationen. 
Unterwirft man in der biquadratischen Funetion F(r,y) nur die Variable x 
einer unimodularen Substitution, so bleiben die simultanen Invarianten der 
drei quadratischen Formen 

1) X= Ar’+2Bxe+C, X =Ac+2Br+C, X%,=A'r+2B’c+C" 
ungeändert. Ich bezeichne sie mit 
(2)  gu= B’—-AC, 2g, = 2qu =2BB—-AC—CA, u. 8. w. 


\ 


und 


(3.) 
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Transformirt man dagegen nur y, so bleiben die simultanen Invarianten der 
drei Formen 

(4) Yu= Ay’+2A’y+A", Yı=By’+2By+B', Y,= Cy’+2Cy+0" 
ungeändert, nämlich 

5.) Pmn=A?—AA", 2pu = 2pu =2AB—-AB"—BA', u. s. w. 
und £. Alle simultanen Invarianten der Formen (1.), welche, wie z. DB. f, 
zugleich simultane Invarianten der Formen (4.) sind, sind daher Invarianten 
von F(z,y) und bleiben bei jeder Transformation (2.) $ 1 ungeändert. Um 
solehe Ausdrücke zu erhalten, betrachte ich das Produet der beiden Deter- 
minanten 

1—tiC"— [A] tB'—-A[B| —4HA'-i[C]) | A B C 

tC' —ıi[A) —2tB’ —i[B) MM —ıC]) | A B CC 

40 —ı[A"] tB—-ı[B"| —4A -A[C"] A" B" C 
wo die Unterdeterminanten der Determinante (3.) in derselben Weise wie 
in $ 1 bezeichnet sind. Indem ıwan einmal Zeilen mit Zeilen, das andere 
Mal Colonnen mit Colonnen zusammensetzt, erhält man nach Aufhebung 
des Factors 2F 


Pu Poı Por” en 24. /T I dir 2). 
A 
Pao— 24 Paı P:: (20 — 24 Qaı 42: 


Die Coeffieienten der verschiedenen Potenzen von A in dieser Function sind 
folglich Invarianten von F(z,y). Für die eonstanten Glieder ist dies evident. 
Denn setzt man in der obigen Entwicklung A=0, so zeigt sie, dass 

(7.) — = |p.;| = \g.;| (a, #=0, 1,2) 
ist. Bezeichnet man ferner den Coefficienten von 4° mit —12s, so ist 

(8.) 38 = Pı —Pın = An — gr 
oder 

(9.) bs = AC"+CA"—2BB’—2AC+2B”., 

Sind «,, a,, % Variabeln, so ist 


(A’u,+ Bu, + Cu)’ —(Au,+ Bu, +Cu)(A'w+B’u+C"w) = Zp,su,u; 


und mithin 
R(x) = (A’z’+ Br 4 C’ —(Ar’ + 2Br =. Ü) (A' x? + Br de en 


3 


= Pur +4pnc+22pıtpa)e+4pec+ pe 
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Nun ist aber 
2puı+ Po Zu 3(Pia+ 28) 0: 3(Ppu—8). 
Sind also 9, und g, die Invarianten von R(z), so ist nach (2.), $5 


Pw Pi Pn—2(A—s) | 
(10.) —H’+ 9449; = 'Pw Put (A—s) Pı2 . 
‚Pa 2(A—s) Paı Pa | 


Aus den Gleichungen (6.) und (8.) folgt daher, dass 9, und g,; auch die 
Invarianten von AR,(y) sind. Zugleich erhält man für diese Grössen die 
Darstellungen 
Pi Pan  Put2s 
(11.) »= Pu Pums Pr 
Put2s Pa Pa 
und 
(12.) 9 = 128° +(PwPpr —Pr)+ KpıPprr—PoiPie); 
und mithin ist 
(13.) = p—38 = PwPpa+piı+ 2Ppı1Ppn —4poıPpı>- 
Indem man endlich in der Gleichung (10.) A=s setzt, findet man nach (7.) 
die Relation 


(14.) = 4’—98—9;. 


Dass die hier mit s und £ bezeichneten Invarianten dieselben Werthe haben 
wie in $ 1, kann man auf folgende Weise einsehen. Nach Gleichung (16.) 
s1 ist 


15 7 Or Oö OF OF 
\ Ä d.) G(z, y) . F ıP; is FF; u Je ( - FR n =. ; r rn Pi ’ 
or0y, O2,0Y oroy 02,0%, 


und mithin 


„‚O(X,,X,) O(X,X,) , O(X,X,) 





a 40 = y 26. rY Oz, x,) T O(z,x,) 
(16.) u ae 
u) Eu) on) 
oder 
DE -—2 «| 
| Be 
(17.) G(z, y) = 


| —y 4 B C' | i 
y’ A" B' C" 
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Setzt man R;(z) = o(z), so folgt aus den Gleichungen (4.) und (15.) $ 1 


« 


fe _ de, de \_(de_ de, de .\ 
(18). fe, 9 3) = 2 Br 7 Yale ung aa ob TTracT)y 


( 00 ( 0 70 \.9 
(3347 7 ap 71 ty. 
0A’ OB" oc" 3 


Bezeichnet man den Ausdruck rechter Hand mit do, so erhält man nach 
(5.) und (16.) $ 1 durch Entwicklung nach Potenzen von 2 

(19) F(z, y)=6ds, G(z, y)=-—2dt, Hfz, y) = — bu. 
Da nun auch aus der Formel (3.) durch den Process d die Gleichung (17.) 
hervorgeht, so ist damit die Uebereinstimmung der beiden Definitionen von 


i a Os os u 
t bewiesen. Weil ferner 2s = 4 34 +-B gt Ist, so entstehen 12s. — bt 
3 | 
und —4u aus F, @ und H, indem man 
1, T, x, Y, xy, TyY, y', TY f T Y 


durch 
A, —-B, C, -A, B, -C 


ersetzt, und so erhält man die Formel (9.). 


2; y»'! vr 
A .„ —D ( 


[3 


’ 


Auch die Covariante 4 lässt sich durch die quadratischen Functionen 
(1.) und (4.) ausdrücken. Es ist nämlich 
| H(z, y)—-3sF(z, y) = —-1[(AY,—2BY,+CY,)X; 
—2(AY,—-2BY,+CY)X,+(A"Y,—2B"Y,+C"Y,)X,| 
(Pont +2Ppn + Pr) —2(pwz+2pıc+ Pi) Yıt(poX + 2pac+pa%)Y, 
= (wy° +24 94 gn)A2—2 (guy + 29194 9)Aıt (guy + 2gay +g)Aı 


(20.) I 





83. 
jeziehungen zwischen R, AR, und A,. 
Die Uebereinstimmung der Invarianten 9, und g, ist nieht die einzige 
Beziehung, die zwischen den beiden Determinanten R(z) und R,(y) einer 
biquadratischen Funetion F(x, y) besteht. Verschwindet nämlich AR, identisch, 
so st =g=0, und daraus allein folgt nur, dass R einen dreifachen Linear- 
factor hat. Es besteht aber der Satz: 
Il. It R(y)=0, so ist R(x) die vierte Potenz einer linearen Fımetion. 
Denn ist RR=0, so ist F(z,y) als Function von x ein Quadrat. 
Nach einem bekannten Satze ist daher F(x, y) entweder das Quadrat einer 
bilinearen Funetion und folglich R=V0, oder es ist F=f(z)’g(y), wo f(a 
eine lineare und g(y) eine quadratische Function ist, und folglich AR = kf(@)‘. 
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Es wird sieh zeigen, dass weitere Beziehungen zwischen R und R, 
nicht existiren. Die Aufgabe, eine biquadratische Function zu bestimmen, 
deren Determinanten zwei beliebig gegebene Funectionen vierten Grades mit 
gleichen Invarianten sind, ist nur in dem einen Falle nicht lösbar, wo die 
eine der beiden Funetionen Null ist, die andere nur einen dreifachen Linear- 
factor hat. Dagegen besteht zwischen den drei Funetionen R(r), R,(y), 
R;,(z) noch eine weitere Abhängigkeit, nämlich: 


Il. Sind die Determinanten einer triquadratischen Function f(x, y, 2) 
in Bezug auf x, y, 3 gleich R,(y)R;,(z), R,(z)R(x) und R(xz)R,(y), und ist 
eine der drei Functionen vierten Grades R, R,, R, ein Quadrat, so ist immer 
noch eine andere unter ihnen ein Quadrat. 


Ist A,A=0, so ergiebt sich leicht wie oben, dass AR, entweder Null 
oder eine vierte Potenz ist. Sei also AR, nicht Null, aber ein Quadrat, und 
sei R kein Quadrat. Dann muss AR, ein Quadrat sein: Betrachtet man x 
als eonstant (oder adjungirt man die irrationale Function YA), so ist die 
Determinante von f in Bezug auf z ein Quadrat, und folglich lässt sich f 
in zwei Factoren zerlegen, die ganze lineare Functionen von z und rationale 
Funetionen von y sind. Nach einem bekannten Satze lässt sich diese Zer- 
legung immer so ausführen, dass die Faetoren ganze Functionen von y sind. 
Sind beide Factoren lineare Funetionen von y, so ist auch die Determinante 
von f in Bezug auf y, also auch AR, ein Quadrat. Im anderen Falle ent- 
hält der eine Factor die Variable y nicht, hat also die Form P+-OYR, wo 
P und O0 lineare Funetionen von 3 und rationale Funetionen von x sind. 
Als Funetionen von z können P und Q keinen linearen Factor gemeinsam 
haben, d.h. es kann nicht P gleich Q oder P=0 oder = sein. Denn 
sonst liesse sich f als Produet zweier linearen Functionen von z darstellen, 
die von YR frei wären. Man könnte es also wieder so einrichten, dass 
beide auch in Bezug auf x ganze Functionen wären, und dann wäre die 
Determinante von f in Bezug auf z, die Function RR,, das Quadrat einer 
ganzen Function von x und y, demnach wäre A ein Quadrat. Daher ist f 
als Function von z durch die quadratische Function P—-O’R von 3 theilbar, 
lässt sich also in zwei Kaetoren f= w(z,2)/(r, y) zerlegen, die ganze Func- 
tionen von x, y, 3 sind. Sind beide in Bezug auf x vom ersten Grade, so 
ist die Determinante von f in Bezug auf x, die Function A,R, ein Quadrat, 
und mithin ist R, ein Quadrat. Enthält der eine Factor, z. B. z(z,y), die 
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Variable x nicht, so ist die Determinante von f in Bezug aufy, RR, = kw(x,3). 
In allen Fällen ist also R, ein Quadrat. 

Unter der Voraussetzung, dass R,, und folglich noch eine andere 
der drei Functionen, etwa R,, ein Quadrat ist, gilt nun der Satz: 

III. Sind R,(y) und R,(z) Quadrate, so ist f(x, y, 2) durch eine lineare 
Function von x allein theilbar. 

Beim Beweise beschränke ich mich auf die in $ 1 definirte Function f. 
Sind zunächst die Coefficienten von F(x,y) unbeschränkt veränderlich, so 
ist die Resultante der beiden Funetionen f(x, y,3) und R(r) der Variabeln 
x gleich p IlsfCa,, y; 3), wo p der Üoeffieient von x’ in R ist. Sind S,(y) 


und $,(z) die Hesseschen Covarianten von R,(y) und R,(z) ($ 5), so geht 


durch die gebrochene lineare Substitution Yf(a,,y,3) = 0 die Covariante 
S,:R, in $S,: R, über, und mithin ist 


R,(y)S:(@)—S,(y)R.(z) = hkpIIVf(a,, 


wo k eine Constante, und als Quotient zweier Covarianten eine Invariante 
von f ist. Um dieselbe zu bestimmen, transformire man f dureh die uni- 
modulare Substitution (12.) $ 1 in eine andere Function f(x, y, 3), für welche 

R,(x) = R(x) ist. Dann wird die Substitution Yf(x, y, e) = 0 die identische, also 
nach (11.) $1 Yf(az,y, ec) =V/—}R;(e)(re—y) und folglich, weil a, = b, ist, 
fla,y,c )=— RK) Nach Gleichung (9.) $5 ist aber S,( (1R;(c)). 
Setzt man also in der transformirten Gleichung z = e, so a man k= +1. 
Demnach ist 


(1) R,(y)S,@)—S,QY)R,) = IpI1Vfla,, y, 2). 
Durch Vergleichung der Coeffieienten von z° ergiebt sich daraus 
2.) sR,(y)—S.(y) = IPITV Pla, y). 


Sind nun R, und R, Quadrate, so ist S,(y) = eR,(y), wo e die Doppelwurzel 
der Gleichung 44°— 9,4—g; = 0 ist, und ebenso S;(z) = eR,(z), wo e dieselbe 
Grösse ist. Nach Gleichung (1.) verschwindet daher die Resultante der 
beiden Functionen f(z,y,z) und R(x). Folglich muss einer der Factoren, 
etwa f(a,y,2)=0, und mithin f(x, y, 3) durch -—a theilbar sein. Dieser 
Satz lässt sich so umkehren: 

IV. Ist F(x,y) durch eine lineare Function von x allein theilbar, so 
ist auch f(x, y, 3) durch dieselbe theilbar, und es sind R,(y) und R,(z) Quadrate. 

Ist F durch 2—n theilbar, so sind auch FB, und F;, äh 2—n theil- 
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bar, und daher nach (16.) $ 1 auch f(z,y,2). Mithin zerfällt f in das 
Produet zweier linearen Funetionen von x, und folglich ist die Determinante 
von f in Bezug auf x, die Function R,(y)R;(z), ein Quadrat. 

Damit die Functionen R, R, und R, alle drei Quadrate seien, ist 
demnach erforderlich und ausreichend, dass F das Produet aus einer linearen 
Funetion von x, einer von y und einer bilinearen Function von x und y ist. 

Ich knüpfe an diese Entwicklungen noch einige Bemerkungen über 
die Formel (1.). Nach derselben ist 

(8. SR y-R)S.Yy) = HIf@, 9, co. 
Diese Covariante, die Quadratwurzel aus der Resultante von f(x, y, 3) und 
R;(z), lässt sich durch F, @, H nicht rational ausdrücken. Aber ihr Quadrat 
kann man entweder mittelst der Formel (3.) selbst, oder bequemer mittelst 
der Formeln (13.) $ 9 als ganze Function vierten Grades von F, @, H dar- 
stellen. Mit Hülfe der Gleichungen (23.) $ 1 kann man weiter leicht 
zeigen, dass 








FR FE 
(4.) G G, 6, = &SR,—RS,) 
HH MH, 





ist, oder in mehr symmetrischer Form 

zw 0 -2y -ıyı zy 

Ex A Be , DE ; ; 
Ox0y Orcy, Omdy Or,ody, 
(B.) 0 m aa a | = 128(SR,—RS,). 
Ozoy Oxoy, Omdy Or,Oy,, 
on on om  ©%H 
Ordy Oxrody, Omdy Or 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich der Satz: 








V. Sind die biquadratischen Formen F, @, H nicht von einander un- 
abhängig, so besteht zwischen ihnen eine Gleichung von der Form 
Fn’+2Gn+H = Q\, 
in der n eine ÜConstante ist, und die Functionen R und R, sind Quadrate. 


$ 4. 


Ueber die Aequivalenz von R und R.. 


Haben zwei Functionen vierten Grades gleiche Invarianten, so sind 
sie äquivalent, d. h. sie können durch unimodulare Substitutionen in einander 
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transformirt werden, ausser wenn die eine ein Quadrat ist, die andere aber 
nicht, oder wenn die eine Null ist, die andere aber nicht. Aus dem Be- 
weise des Satzes II $ 3 ergiebt sich daher die Folgerung: 

I. Von den drei Functionen vierten Grades R, R,, R, sind immer 
mindestens zwei äquivalent. 

Ist AR, von Null verschieden und ein Quadrat, R aber kein Quadrat, 
so ist 

F(z, y) = f(e)s(®, Y); 

wo f(x) eine lineare Funetion ist und g(z,y) eine unzerlegbare ganze 
Funetion. Ist A, — (0), R aber nicht, so ist 


Fix, y) = fa) gW), 
wo g(y) eine quadratische Funetion mit nieht verschwindender Determi- 
nante ist. 

Aus den Entwicklungen des $ 1 ergiebt sich nicht nur, dass die 
Coeffieienten von R,(z) Invarianten von F(zx,y) sind, sondern auch, dass 
die Elementartheiler dieser charakteristischen Determinante invariant sind. 
Die beiden Fälle, in denen R und AR, nicht äquivalent sind, lassen sich 
nun in sehr einfacher Weise durch diese Elementartheiler charakterisiren. 
Ich werde nämlich den Satz herleiten: 

II. Damit die beiden Determinanten einer biquadratischen Function F 
äquivalente Functionen vierten Grades seien, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die charakteristische Determinante von F einen linearen Elementartheiler hat. 

Dem Beweise schieke ich drei Hülfssätze voraus. 

1) Haben die Unterdeterminanten dritten Grades der Determinante 
(4.) $ 1 einen Linearfactor 3—n gemeinsam, so ist nach Gleiehung (15.) 
s1 f(z,y,n)=0. Ist umgekehrt f(x, y,z) durch z—n» theilbar, ist also 

(1.) f(x, y, n) = Fn+2Gn+H =(, 
so sind nach Satz IV $3 R und R, Quadrate, und mithin ist F das Produet 
zweier bilinearen Funetionen, und es muss auch immer, wenn dies der Fall 
ist, nach Satz III $3 eine Gleichung von der Form (1.) bestehen. Da 
f(x, y,z) durch z—n theilbar ist, so ist die Determinante von f in Bezug 
auf x und mithin auch AR,(z) durch (3—n)’ theilbar, und folglich ist 
IR@) = [B+s]-[B-3] 

durch 3—» theilbar. Betrachtet man f als biquadratische Function von x 
und y, so sind alle ihre Coefficienten durch 3—r theilbar. Der Coeffieient 
18* 
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von 2ry ist [B’+2]+[B’—z]|, die übrigen Coeffieienten sind Unterdeter- 
minanten dritten Grades von R;,(z). Demnach sind die Unterdeterminanten 
von R,(z) sämmtlich durch z—x theilbar. 

2) Haben die Unterdeterminanten dritten Grades von R,(z) zwei ver- 
schiedene Linearfaetoren gemeinsam, so ist R,(z) = (3° —n’), wo n von Null 
verschieden ist, und nach (1.) ist FR’ +2G@nr+H=0, also @=0. Haben die 
Unterdeterminanten dritten Grades den Factor (3—n)’ gemeinsam, die zweiten 
(srades aber den Factor 3—r nicht gemeinsam, so muss nach einer be- 
kannten Eigenschaft der Elementartheiler, wenn R,(z) durch (3—n)” theilbar 
ist, v—2 — 2, also v=4 und folglich »=0 sein. Dann verschwindet 
f(x. y, 3) für z2=0 von der zweiten Ordnung, und mithin ist auch =. 
Da aber 

G= FR.-FF,= -ıP WE 

oroy 
ist, so ist @= 0 die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
F(x,y)= f(x)g(y) das Produet zweier quadratischen Funetionen von je einer 
Variabeln ist. Hat also umgekehrt F diese Form, so ist zunächst @ =, 


oO 


und da R und R, Quadrate sind, so giebt es eine Uonstante », für welche 
(2. f(x, y, =Fn+H=0, G=0 


ist. Daher ist f(x, y, 2) = F(r,y)(»2 —n»'), gleichgültig ob »=0 ist oder 
nieht. Da die Determinante von f in Bezug auf y gleich R(z)R;(z) ist, 
so ist folglich R,(z) = (3 —n’). Mithin ist f(x, y,z) und R;(z) durch z3’—n’ 
theilbar, und daraus ergiebt sich wie oben, dass die Unterdeterminanten 
dritten Grades von R;(z) alle durch #°—r’ theilbar sind. 

3) Haben die Unterdeterminanten zweiten Grades von R;,(z) einen 
Divisor s—n gemeinsam, so haben die dritten Grades den Divisor (3—n)' 
eemeinsam, und es ist R,(z) = (2—n)’(z+3n) und folglich 

(3.) =, LER. 
Für s3=n verschwindet f(x, y, 2) von der zweiten Ordnung, und mithin ist 
f(z, y. 2) = F(x, y)2—n)' und 
(4.) Fn+G=0, G@n-+H=V. 
Da in der symmetrischen Determinante A,(r) alle Unterdeterminanten zweiten 


! 


Grades verschwinden, so lassen sich vier Grössen p, p', p', p' so be- 


stimmen. dass 


DB.) R.(n) = |p’p” 





(u,v =(,1, 2, 3) 
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wird. Vergleicht man diese Determinante mit (4.) $ 1 für 3=n, so erhält 
man B+n=pp”, B—-n=pp' und mithin 


(6.) 2n = pp" —p'p" 
und 2B’ = pp" +p'p", ferner A=pp, B= pp‘, u. s. w. und demnach 
(7.) F(z, y) = (pay+pa+p y+p'). 


Ist umgekehrt F ein Quadrat und 2» die Determinante der bilinearen Form 
YF, so wird R,(n) die Determinante (5.), in welcher alle Unterdeterminanten 
zweiten Grades verschwinden. Ist » von Null verschieden, so ist IF un- 
zerlegbar; ist n=0 (also @= 0), so zerfällt diese Form in das Produet 
zweier linearen Formen von je einer Variabeln. 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich nun zum Beweise des 
Satzes II. Seien AR und AR, nicht äquivalent, und sei zwerst R, von Null 
verschieden und ein Quadrat, R aber kein Quadrat. Nach Satz II $S3 muss 





dann R, ein Quadrat sein, R, = (3° —3s)‘, und nach 1) haben die Unterdeter- 
minanten dritten Grades von R, keinen Divisor gemeinsam. Daher besteht 
R, aus zwei Elementartheilern zweiten Grades oder einem vierten (Grades, 
je nachdem s von Null verschieden ist oder nieht. Ist zweitens R,=0), R 


‘ 


aber nicht, so haben nach 5) 


R, keinen Divisor gemeinsam, und da F= f(x) g(y) ist, so tritt der Fall 2) 
ein. Weil ferner ÖO=RR, = @—FH ist, so ist nach (2.) »=0. Mithin ist 


R, = 3‘, und die Unterdeterminanten dritten Grades von R, haben den Factor 


die Unterdeterminanten zweiten Grades von 


z gemeinsam, und folglich besteht A, aus zwei Elementartheilern zweiten 
Grades. Sind also R und AR, nicht äquivalent, so hat AR, keinen linearen 
Elementartheiler. 

Hat umgekehrt AR, keinen linearen Elementartheiler, so ist R, ein 
(Juadrat, und entweder haben die Unterdeterminanten dritten Grades von R, 
keinen Divisor gemeinsam, oder sie haben den gemeinsamen Divisor 3, und 
die Unterdeterminanten zweiten Grades sind theilerfremd. Im ersten Falle 
können nach 1) die Functionen R und AR, nicht beide Quadrate sein, muss 
aber nach Satz Il $ 3 eine von ihnen ein solches sein, weil A, ein Quadrat 
ist. Im zweiten Falle können nach 5) die Funetionen R und AR, nicht 
beide Null sein, muss aber eine von ihnen verschwinden, weil nach 2) @ = V 
H=0(0 und mithin auch AR, = @— FH = ist. 

Dass die in Satz Il. angegebene Bedingung hinreichend ist, kann 
man auch leicht direet erkennen mit Hülfe eines Satzes, den Herr Stickel- 
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berger in seiner Arbeit Ueber reelle orthogonale Substitutionen (Programm 
der polyt. Schule, Zürich 1877) $ 7 abgeleitet hat: 

Sind f und g zwei quadratische Formen der n Variabeln x,, ... X,, 
und ist s=c ein Werth, für welchen die Determinante der Formenschaar 
f—-sg verschwindet, so hat, falls für keine Lösung der n linearen Gleichungen 


fe) _ g 


0%; 


die Formen f und g beide verschwinden, die Determinante von f—sg keinen 


(Ü=1,2,..9%) 


für s= ec verschwindenden linearen Elementartheiler. Wenn aber auch nur 
für eine Lösung jener Gleichungen f und g nicht beide verschwinden, so hat 
jene Determinante mindestens einen linearen Elementartheiler s—c. 

Da aus jenen linearen Gleichungen folgt, dass f—-cg = 0 ist, so ge- 
nügt es, dass nur noch eine von f—cg verschiedene Form der Schaar f—sg 
für die angegebenen Werthe verschwindet, damit f und g beide Null sind. 
Diesem Satze zufolge kann «d—/Py nur dann für alle Lösungen der Glei- 
chungen (9.) $ 1 verschwinden, wenn R;,(z) keinen linearen Elementartheiler 
3—c hat. Hat sie aber einen solchen, so kann man immer eine Lösung 
dieser Gleiehungen finden, für welche &d—/y von Null verschieden ist, 
und dann wird durch die unimodulare Substitution (12.) $ 1 die Function R 
in R, und die Form F(x, y) in eine symmetrische transformirt. 


D. 
Ueber die ad vierten (irades. 

Da sich die folgende Untersuchung wesentlich auf die Theorie der 
ganzen Funetionen vierten Grades stützt, so will ich hier die wichtigsten 
Eigenschaften derselben kurz zusammenstellen. Die Bezeichnungen, die 
ich gebrauche, sind die, welche Herr Weierstrass in seiner Darstellung 
der T'heorie der elliptischen Functionen eingeführt hat, die Methoden, deren 
ich mich bediene, einerseits die, welche Herr Darboux in seiner Arbeit Sur 
la resolution de lequation du quatrieme degre (Journ. de Liowuville ser. LI, 
tom. 18, an. 1873) angewendet hat, und welche auch ich in $ 1 benutzt 
habe, andererseits die, welche Herr Klein in seiner Arbeit Ueber binäre 
Formen mit linearen Transformationen in sich selbst (Math. Ann. Bd. 9) ent- 
wickelt hat. 

1) Invarianten und Covarianten. Damit eine Function vierten Grades 


(1) R(e) = Ar!+4Br’+6C0r°’+4Dr+E = Alc-a)(2—a)(2—a,)(2—a;) 


\ 
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einer andern äquivalent sei, ist nothwendig und hinreichend, dass ihre cha- 
rakteristische Determinante 


A B c-n| 
as CHH D |=40-gi-g, =4l-e)(-e)(i-e,) 
0-24 D 4 







mit der entsprechenden Determinante der andern in den Elementartheilern 
übereinstimmt. Zwischen den Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
p(A) = 0 besteht die Relation 


(3.) ete,+te, = 0. 
Ist 

(4.) k = (8-8), —-e,)(e, — 6), 
so ist die Diseriminante von R(x) und von Y(}) 

(d.) %=n-27g = 164° = A’IIQ(a,), 


wo 40(z)=R'(zx) ist. Zwischen den Covarianten 


' 2 „ oO’R a “R :R 
6) S@)= HR 5Ra)R" = Hl) ER) 


\ördr, O2? Or? , 
und 
7) T@)=HRESE)-SDRE))= 45.0, 
besteht die Relation 
(8.) T = 48°-9,SR’—-g,R. 
Für jede Wurzel der Gleichung R = ist 
(9) S(a,) = 0(a,), T(a,) = —-20(a,)’ 0-12, 


Die drei (irrationalen) quadratischen Covarianten von R definire ich durch 
die Gleichung 

(10.) S(z)—e, R(x) = 0,2) (a=1, 2, 3) 
und, indem ich eine Wurzel a der Gleichung R = 0 bevorzuge, durch die 
Bedingung Q,(a) = Q(a). Dann ist 


(11.) Ra) Et a : 
und folglich 
(12.) Q, (a) . Q(a), Q, (@,) _. Q(a,), Q, (@;) au. -((a,;) 


und 


13) Rate. = Aa-e)(2- t), 
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also 
(14) e,—e;=1A(a,—a;,)(a,—a), e,= ‚;A((a+a,)(a;+a,)—2aa,—2a;a,). 
Die Determinante von Q,(x) ist 


(15.) — BIOLICH 


"ee (e,—e;)(e.—e,) = 3e.—49 = 4Y'(e,) = 


ee) 


(a-0” ° — (a-a,) 
die simultane Invariante von Q,(z) und Q;(z) ist Null. Sind also g, und 
q, Constanten, so ist die Determinante von Im,g,Q0,(x) und die simultane 
Invariante von Im,g,Q,(z) und Zm,g,Q,(x) gleich 


(16.) Im,g, und Zm,q.d,- 


Ist Q,(x,y) die Polare von Q,(x), so ist 
(17,) m.(0.& W-0. 00.) = aM 
und die quadratische Polare der Function vierten Grades Q,(2)Q0;(x) ist 
18) 0. WO“ Y = 40.) 0:W)+0.W)0:@)). 
Daher folgt aus (10.) durch Polarenbildung 
19) (S(@, y)—e.R(a, + (&-159)(2-y) = 0. W", 
| |S(@, W-e.R@, W-X&- MEN = O0.) 


wo R(z,y) und S(x,y) die quadratischen Polaren von R(x) und S(x) sind, 
und mithin 


(20.) =m,0. 0.) = 2a W, 

(21.) =m,e,d.,(2)0,(y) — —R(z, y), 

(22) 20.()0.9) = 35@, Wiley)’ 
und 


23)  m,Q,(&@)Q,(y)—m;Q;(@)Q;y)—m,Q,(2)Q,(y) = 2m,.Q,(z, 9). 


Ist Q,(@) = A,e’+2B,0+C,, so ist die simultane Invariante von Q,, ®: 
und 0, gleich 


(24.) IA, , B., GC = —2k (a=1,2,3), 
Die Funetionaldeterminante von Q, und Q, ist 

‚ar 6) 7) 7 

(25.) a0 _ _4le,—e,)0. 


O(z, x) 
Da nun 


26.) 0.+0,; = }A(a-a,)(@-0,)@-a,), 0.-0; = }Ala.-a,)(@-0)(e-a,) 
ist, so ist auch 


‚gm Ol(x—ax, (c—a,x,), (@— 4,2, (C—a;zL, )) 
(2 (.) Q, (z) 2. 14 BAN X dx, x.) Zu ‚2. 
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Weitere Darstellungen dieser Funetionen enthalten die Formeln 


0+0. = A@-a,/e-a,)(e- 5°), 


(28.) 





0-0. = Alz-a)(r—a,)(r— er.) 
und 
OL a a TR 0a 
2) Transformation von R in sich selbst. Da 
a aty 1 
(30.) Q,(z, y) = 4A aa, a+ta | 


aa, a;ta, 1 
also 
(31.) Q,(a, a,)=0, Q,(a, a,)=0 
ist, so wird R durch die unimodulare Substitution Q,(z,y) = 0 in sich selbst 


transformirt, und zwar gehen die Wurzeln a, a,, a,,a. ina,a,a,a 


und die Covarianten Q,(z), O;(x), Q,(z) in Q,(y), —O;(y), —O,(v) über. 
Da Q,(z,y) symmetrisch ist, so hat die Substitution Q,(z,y)= 0 die Form 


3 


y=latus, z=—-A—uy,, 
y,=ve—iz, &=—vy+Ay,, 
wo K+ur=—l ist. Ist also T(x,y) = T(xz, x,;y,y,) die kubische Polare 


von T(x), so ist, weil diese eine Covariante ist, identisch 
Tixc+usz,, ve—ızı; Ay+uy,, vy—iy,) = Te, &,; Y, Yı), 
und mithin ist vermöge der obigen Substitution 
Iy, yı; —a, —z,) = Te, z,; y, Yı). 


Andererseits ist aber, weil T(r, y) symmetrisch und vom dritten Grade ist 


b 


I 9ı5 —2, 2%) = Tl, 2; 9 Yı), 
und mithin ist T(z, y)=0, wenn Q,(z,y)=0 ist. Ebenso ist, weil die 
. ° S(z) . . ® - S( ) 
(Jovariante durch die eebrochene Substitution 2.uU)—=0 y 
R() 5 nn ay)V in 206 


übergeht, R(z)S(y)—R(y)S(z) =0, wenn Q,(z,y)=0 ist. Daraus folgt 


er R(z)S(y)--R(y)S@) un, Eis u DE 
a) ITNN Fa, = -29.@, WO: NO, 9) 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft >. 19 
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und 
(33.) Te) = -20,(@)0.@)0,@), 

3) Transformation von R in die Normalform. Sei R,,(x,y) die Polare 
von R(x), welche in Bezug auf x vom «ten und in Bezug auf y vom ten 
Grade ist (e+P=4), und R.(z,y) = R(xz,y). Dann ist 
Ra, y)—-R(@)R(a, y) = (e-y)’Se), 

UR,(e, y)R(«, y)—-R(z)R,(e, y) m 2(2—y)S,(z, y), 
| 2, Y-Rla)Ry) = (e-y)(4Sa, WIne-y’), 
IA(e, WR, WRua, y) = (e-W'(Se, WıHln(le N’) 
Aus der Gleichung (10.) folgt 

(36.) S3(®, y)— e,R,;(z, y) u. O,(y)Q.(e, y) 
und dureh Multiplieation dieser drei Gleichungen 

37.) 4830, y’—gS3(a, Rz, Y’—-GRule, y)’ = Ty)Te, y). 
Setzt man y=a, so ergiebt sich daraus nach (9.) und (32.) 
(38)  48,(2, a)’ R,(z, a)—9S,(2, a)R,(z, a)’ —gR,,(z, a)‘ = O(a)’R(«), 
Durch die unimodulare Substitution 


(34.) 


(35.) 


\ 


88) ee „Rule 
| 0" 0m} 

seht also R(x) in die Normalform, nämlich in die Function vierten Grades 
(40.) fs) SI! —ns—9 = ds — 985) — 9581 


über (die nicht mit der kubischen Function p(s) zu verwechseln ist). Nach 
(34.) kann man die Substitution (39.) auf die Form 


Ss .(z,a R(x, a gr a ri 
(41.) s= ve = ne 2 = eN et +55 R (a) 


bringen. Bezeichnet man mit 
(42.) P.(s) = (e,—e;)(e. -e,)— (8-6) = —s +2e,s+2e,—1g 
die quadratischen Covarianten von f(s), so ist 
Hansen 0. y)P.6) = Sa, )—sRla, + — sg) —y) 
01 At) y 
| A B C—2s 


— | 


Ri. Voss B C+s D j 
C—2s D E | 


| 
(43.) 
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weil diese Gleichung nach (12.) und (23.) für s=e,, &, e, gilt. Die simul- 
tane Invariante der beiden quadratischen Formen der Variabeln s 
2(S(z, Ra, WHEN’), 28@, D-SR@, +85) N) 
ist eine symmetrische Function von z, y, z, f, nämlich 

44, } BRIROLADLAOLAO 

l= R(z, y)R(@,Ü)+R(a, z)R(t, y)+R(z, ÖR(y, 32)—2R(x, y, 3,0), 

wo R(z, y, 2, f) die Polare von R(:r) ist, die in Bezug auf jede der Variabeln 
linear ist. Ist R(z) =4r’—g,x2—g, die Normalform, so ist 


e T —zR(: )+3’—,;9)(2-y)” = 48m,P,(a)P,(y)P.(z 
(45.) "og; y) S (z, Y)Tr\? 592) (7 y) MA) | y)P,( | 


= (ys+324 2y+ig) —Ke+y+z)(eys—49: 
in Bezug auf x, y, z symmetrisch. 

4) Typische Form. Die Wurzeln der Gleichung R=0 findet man 
durch Coeffieientenvergleichung aus der in x identischen Gleichung 


(46,) = - 0+0,+0:+0,, 2) _ 0+0.—0,- 


2 
wo 40 = Rz) und Q,=VS(z)—e,R(x) ist, und die Wurzeln der Bedingung 
(47.) T= -2ITIYS-e,R 


gemäss gewählt sind. Bringt man jene Gleichungen auf die Form 


R z, a a) / 3 
13) ED Tre, = 0,()-0,(d-0,@), 
so zeigen sie, dass 


(49.) ;_ = 


ar a, 
z—ıt 


R,, (x, a) 


z—d 


der Gleichung vierten Grades . —=() genügt, falls 


e(2) = (*-9,-9:—-0;)(#- 0,4 0:+B;)... 
ist. Mit Hülfe der Formeln un und En findet man 
(0.) o(2) = #—6832°+4T3+9R’— 38°. 
Die Funetion vierten Grades (2r—y) ol R, et) ‚ der Variabeln y verschwindet 


also für die vier Wurzeln der Gleichung R(y)=0, und ist daher gleich 
AÄR(y). Setzt man, nachdem man für o(z) den Ausdruck (50.) eingesetzt 
hat, y=x, so findet man X= R(xz)'. Daher ist 


i R , 
(51.) @- el?) = Rlay’RQY) 
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und umgekehrt 


3 x3—4 ar“) 
er R(x) \* Or, 
(52.) (Hz) RR — ar | = Rodeo). 
Ka“ 
Setzt man 
__ Ra) 
alien Pay sey;t 


so sind die drei Covarianten Q,(z) die Wurzeln der Gleichung 


(53.) — 20° —-2N0’+(N’—-3S)Q-+T = 0. 


8 6. 


Die Form AR—S, 


Ist 4 ein Parameter, so seien 9, 9, S, T u.s. w. die Invarianten 
und Govarianten der Function 


(1.) R(z) = AR(2)—S(e). 
Die verschiedenen Formeln, welche man für jene Ausdrücke abgeleitet hat, 
lassen sich in folgenden einfachen Satz zusammenfassen: 
I. Die Function vierten Grades ,R(x)—S(x) der Variabeln x ist, wenn 
sie kein Quadrat ist, der Function vierten Grades 
(2) a-9)A-9,8-9,) 
der Variabeln s äquivalent. 


Betrachtet man y als constant, so ist zufolge der Gleichung 


(3.) R.(a,y) = Ry)+4(@-y)R(y) 
und der Formel (7.) $5 die Substitution 
(4.) Y3Ty)s=Su(2,y), V3Tlysı = Rue, y) 


eine unimodulare, und vermöge derselben wird nach Gleichung (37.) $ 5 
5) VETWAs- gas) = 27, y)= I, 

Da ferner nach (3.) 
(6.) SY)Rule, )-Ry)Ss@, y) = 3TIyWy-) 


ist, so ist 
SYWs-RW)s)As’—gss—gs) = SY)Ra@)—RQY)S(e), 

oder wenn man A:4,=S(y): R(y) setzt, 

As —as)\A— gs —gS51) = AR(z)— Se). 
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Die Coeffieienten der Substitution, welche die Form (1.) in (2.) überführt, 
hängen demnach von dem Parameter 4 ab. 

Ist g(z, 2,) eine homogene Function von z und z,, so sind die In- 
varianten der Function (ya,—yız)yp(x, x,) Covarianten von p(y,y,). Vieser 
Bemerkung nach sind 9, 9; und g, Covarianten der kubischen Funetionen 

(7.) ph, 4) = A —gih—gh, 
also, wenn man jene Buchstaben zugleich als Funetionszeichen benutzt. 
’ 2 2 N2 | 
Pe op N op 0 PER ui PRSERRERN 0(4,9,) | 
u u al ) IE IE 39 Bu a), 169: = 9’ 
( ) 8g9:( D ı) \OAOA, J Ai 84: I3\%, #1) O(2, 2.) I f 9 


l 
Ist (A, u) die in Bezug auf « lineare Polare von gp(A), so sind die Wur- 


zeln der Gleichung Y(u) = 0 
] P;, (A, eu) 


(9.) e, == e, ) + e,— Lg, og 4 A—e, 


also rationale Funetionen von 4. Daher ist 


(10.) e,—6&; = (&,-e;,)(h—e,). 
Die charakteristische Function’ (u) hat die Eigenschaften 
(11.) Ip(u+iu—tg) = —plu)py(—k— u) 
und 
(12.) 16ER) — u. 
Auch mit Hülfe der letzteren Gleichung lässt sich der Satz I. leicht be- 


weisen. Die Uovarianten von R sind 


) 


Betrachtet man y als constant, so geht die kubische Funetion T(x,y) von 


(13.) 125=--S+-R, 4T=YT, 0,=Vü-e)(-e,)0. 


z durch die Substitution (4.) in Y1T(y)y(s, s;) über. Daraus ergeben sich, 
wenn man 
’ - oO°’T(x)\? 
(14.) 3006;,(&) = (2) — 


OXC 'L, 


TE) ET) ya.) — 
or’ am, ' "ne oz, 2, 
setzt, die Gleichungen 
(15.) T’=y (S,R, = 9(8,R), G,=g(S,R), %-—-21G; IT”. 


Ferner ist 


2 
— (in = m 0! +m}0%-+-m3 0}. 
(16 ) VR 
276, uud; 3 
Tre (m; Q,— m; 07) (m; O5 — m, Q}) (m, Q, — m, Q;}). 
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In der Schaar AR—),S giebt es sechs Formen, deren Invarianten gegebene 


Werthe 9 und g; haben. Bezeichnet man ihr Produet mit 45° p so ist 


6 








(17)  P=9@-96 = 7159695 T'—966; = 2 gr T'— 3,9@:. 
Die Function T(z) geht nicht nur durch die Substitutionen Q,(x,y)=0 in 
sich selbst über, sondern auch durch die Substitutionen, welche die drei 
Funetionen Q,(x) unter einander vertauschen. Wählt man die drei Wurzeln 
Y—m, so, dass 

(18.) Wat 
ist, und setzt man 

(19) Y—-m,Q.@) = Je), Y-m.Q.,Y)= Il Yy), 2—y = Jule, Y), 
so sind 

(20.) Ja,y)=0, Jay) 0 
und 

21) INES NEBNEAEYN)=0I, (m=8,h=5) 
die 12 unimodularen Substitutionen, welche T(z) in T(y) verwandeln, und 

(22.) J.(a,y)tJ;(2,y)=0, (n=6, h=2) 
und 

(23.) Ja, y)tJ).(a,y=0, (n=6,h=4) 
die 12, welche T(x) in —T(y), also @,(z) in @,(y) transformiren. Hier 
bedeutet » die Anzahl, A die Ordnung der betreffenden Substitutionen. In 
derselben Weise, wie die Formel (32.) $ 5 erhalten wurde, zeigt man, dass 
das Product der sechs symmetrischen Substitutionen (22.) gleich 


27 
(24.) | N) 
| vr (J: (T, yY—d (zw, y) (Je, y)—J, (X, N) (m, y) hie, y)’) 


ist, wo G;(x,y) die Polare von G;,(x) ist, die in Bezug auf x und y vom 
sechsten Grade ist. Das Produet von vier der Substitutionen (21.) ist 


KIKJla,y)+ahla,y)t+ahle, + J,(e, y)) 
a) te) —4ehle—y)T(e, y) 
| (T(x, yJ—-2ek(2—y)’)’—T(x)T(y) 


(2—y)’ 


wo 88,8, &,—=+tl und 38%, = 8 Ist. 
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Unter den Covarianten von T befindet sich eine, welehe 60 Sub- 
stitutionen in sich selbst zulässt, nämlich, falls man 

—1+Yy5 „.«. —1-y 

Az Sa ER En IRER, 


— 


setzt, ausser den 12 Substitutionen (20.) und (21.) noch die folgenden: 
(26.) Ja, Wtidla, WiJ(la, y=0, (n=12, h=2), 


A \ 


MA =—| 


wo oa, P, y eine eigentliche Permutation von 1, 2, 3 ist, und 
27) Ja Wil, Wtrsla, y)=0, (n=12, h=3) 
und 
28) Sa, y)tisa, tr), y)=0, Ja, y)trdle,y)tr)sle, y) = 0 
(n=24, h=)5). 
Dies ist die Form zwölften Grades 
29) F=114T+27 5, = SORT) AH HH I)DANA+NI). 
Setzt man 
V= 1Y5kKT—-816, = EA R-IR-EI)AR—EI), 
(30.) W = 45F°—5.2°KT°F+2"PT= — 164 III, +3J,+4'J), 
G=roaf, A FM, 
so ergiebt sich aus (15.) die identische Gleichung 
(31.) 2kH: = D@®+F°. 
Ist W(x,y) die Polare von W, welche in Bezug auf jede der Va- 





riabeln vom zwölften Grade ist, so ist das Produet der Substitutionen (26. 
gleich 
(32) Wla, y) = 164 II(J,(&, ti; y)+tHJI(e, y)), 

und H(z,y)= T(z,y)W(x,y) ist eine Polare von H(z). 

Die linken Seiten der Gleichungen (20.) bis (23.) bilden auch dann 
die Oktaedergruppe, und die linken Seiten der Gleichungen (20.), (21.), 
(26.), (27.), (28.) auch dann die Ikosaedergruppe, wenn man Jı, Si. I, J; 
als die Einheiten der Quaternionen betrachtet und zwei Quaternionen nicht 
als verschieden ansieht, falls sie sich nur um (positive oder negative) Zahlen- 
factoren unterscheiden, 


ei, 


Lr 


Die Function F(x, y)A’—+2G (r, y) i+-H(x, Y). 

Die Invarianten und Covarianten der biquadratischen Function 

Y zZ NL > 12 ı DNA/ were Paz \ 

(1.) Fe, y) = f(z; Y; 1) = F\e, y)} +2G(e, Y)kT H(x, Y) 
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bezeichne ieh mit s, t, @, H, u.s. w. Aus den Ergebnissen des $ 1 folgt 
dann, falls man o=o(4)= R;(A) setzt, 


(2.) R(«) oR(z), R,(y) ar oR,(y), 0,(8) un oQ,(®), 


wo Q,, Q;, Q, die quadratischen Covarianten von R sind, und 











(3.) =, HOT, = 08. 

Da der Coeffieient von 4° in F gleich F ist, so ist die Invariante s eine 
Function vierten Grades von 4, in welcher der Coeffieient von 4* gleich 
s ist. IstA=ec,, so ist F(x,y) das Quadrat einer bilinearen Function 
pzy+pc+p"y-+p". Ist deren Determinante gleich 2» = pp"—pp", so ist 
nach (11.) $1r=—4o'(e,) und mithin nach (3.) $4 s=(4e'(e,))’. Durch 
die fünf Werthe für A=e, und » ist aber die Function vierten Grades s 
vollständig bestimmt. Nun hat die Hessesche Covariante von o(A) 


(4.) ol) = SH — 2 +3 — u) — 2sth+sut+t 
nach (9.) $ 5 die nämlichen Eigenschaften, und daher ist 
(5.) s = ol). 


Ist ferner 7(4A) = T,(A), so ist 
"= 49 —-900°—90, P= 48 — 189; 

und mithin 

(6.) t= ı(). 
Das Vorzeichen ergiebt sich daraus, dass der Coefficient von 4° in (4) 
gleich £ sein muss. Da u=9-3s’ ist, so ist #= 90°—30°, und mithin 
ist o(z) die typische Form von o(2). Zu demselben Resultate gelangt man 
dureh die Betrachtung der Wurzeln der Gleichung o(z) = V 


6 p — 
(7.) ce = Z1s-—e,, 


wo die Quadratwurzeln so zu nehmen sind, dass 
(8.) IIVs—e, = —2t 
ist. Nach (3.) und (5.) sind daher die Wurzeln der Gleiehung o(z) = 0 
e= ZVo(k)—e,o(h). 
Nach (48.) $ 5 ist folglich 
oa) 


(9) c,= _ 
9) Mn 


m 


If - A, ’MA 9) u) 1 - [3 
eo (A) = m: eK +(c,—3s)k-+c,—be,s+B3t 
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und 
(10.) 6-6 = (—6;)(k—c,)(A—c5) 
eine rationale Function von A, und nach (51.) und (52.) $5 ist 
1,2 ' 
11) 3 (u) = g@'e@) 
und umgekehrt 
Zn. 1 og (A) 
ı 90CA)\' Oh, „Anl, 
a) GH Iel aa | = e@e@. 
++ AA 


Setzt man 3 = en —1o'(A), so entspricht dem Werthe 3=e, der Werth 
z=c,. Indem man daher die Gleiehung (A—z)'o(z) = o(A)’e(z) nach z 
differentürt und dann z=c, setzt, erhält man 
(,—c,)o(c,) = o(4)o0'(c,). 

Ebenso wie durch die unimodulare Substitution f,(x,y)=0 die Function 
R in R, transformirt wird, geht durch die Substitution f,(z,y) = 0 die 
Function R=oR in R, =oR, über. Da eine (allgemeine) Funetion vierten 
Grades nur auf vier Arten in eine äquivalente transformirt werden kann, 
so ist folglich f,(z, y) = kf;(x,y). Indem man = x (oder 4, = 0) setzt, 
erhält man %=e«. Vergleicht man die Determinanten beider Funetionen, 


so erhält man nach (24.) $ 1 oe,) = kee,) und mithin 


Bez 
(13.) (.(&, 9) = ha 9). 


C, 
Die ganze Function zweiten Grades der Variabeln z 
O,, 
ae, y, >) 
wird für z=c, gleich 


\2, ‚ mern ze f ner \2 
A—c,)f(z, Y, 6.) = 24 c,) fl, y) = 2eif.(lz, Y. 
Da aber die Function o’f(z, y, 3) dieselbe Eigenschaft hat und dadurch 
(mehr als) bestimmt ist, so ist 


. 0,,(A, 2) zaN2 N 
(14.) G-2)f(z, y, 1. )= elf 9 2), 
. Y . ll 2) pr 
oder wenn man die Gleichung s= , "nach z auflöst, 


15) fa, v2) = Flis-458)- 20(i5 BEBLDICHEEL DEN CRRTL, 
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und mithin 


(16) 6=4(% m Se) = (3-3) F+ 2A W)C+@BiHH 


und 


(17) H= (FC 2) - 262° aa+H(e ). 
also 
| o°o 
u ii 
(18.) H—-oF = elR gr — 2 +nE 
und 
0’0 0°0 
(19.) Fl —4ge)+Gr+Ho = 150 (FR —2G O1,0A +4) 


Setzt man die obigen Ausdrücke in die aus der Formel (17.) $ 1 fliessende 
Gleichung 
—FH = g0°(@—FH) 
ein, so erhält man eine bekannte Identität. 
Von den mamnigfachen Folgerungen, die man aus den entwickelten 
Formeln ziehen kann, erwähne ich hier nur eine: Sind F(x, y) und G(z, y) 
irgend zwei biquadratische Functionen, so ist 


| (F, G) = (G, F) 
20.) ı _ ve OF OF 0G OF 86 OF 86 ) 
kh . ox0y, ox,0y er Or, € oy Ox0 >y, Oroy Or, 0y, ox,0y, Oxdy 


eine simultane Covariante derselben. Da nun nach (15.) $ 2 
(21.) (F, F) = 2G 


ist, so ist auch (F, F)=2G, und daraus ergiebt sich durch Vergleichung 
der Coefficienten von 4 
(22.) ZF, G) = H-+3sF. 


$ 8. 


Bestimmung von F(x,y) aus R und R.. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, eine biquadratische Function 
F(x,y) zu bestimmen, deren Determinanten in Bezug auf z und y zwei 
gegebene Functionen R,(y) und R(x) sind, die ich zunächst ohne quadra- 
tische 'T'heiler voraussetze. 

Wir haben in $ 1 gesehen, dass die durch die Gleichung 


fix, 9, e) = 2fla, y) 








u 


Frobenius, Theorie der biquadratischen Formen. 155 


definirte bilineare Funetion den Gleichungen f(a,, b,) = 0 genügt. Setzt man 
f(z,y) = Ka—-a)(y—b)+uly—b)+r(e—a), 

und eliminirt man aus den Gleichungen f(a,,b,)=0 und f(a,,b,)=(0 die 

Grösse A, so erhält man 


uR, (b)p(a,—a,)\(a,—a)+rvR'a)g(b,—b,)\(b,—b) = 0, 


wo p und q die Coefficienten von x* und y* in R und AR, sind. Aus der 
Gleichheit der Invarianten und Doppelverhältnisse folgt aber nach (14.) $ 5, 
dass p(a,—a,)(a,—a) = g(b,—b,)\(b;—b) ist. Mithin ist 

zf(z, y) = Ka@—-a)(y—b)+R'(a)y—b)—Ri(b)\(z—a). 
Nach Gleichung (11.) $ 1 ist 


PT R!(e) 
und folglich 
+ wu 
A880) = >R'(a) (2a). 


So findet man die Werthe f(a,,b,ec) und ähnlich alle Werthe f(a,, b;, e,). 
Ist a, 5, e irgend eins der 16 Tripel (21.) $1, für welche f(a, b, e) = 0 
ist, so schliesst man daraus, dass 


R\(b)R;(e) Ä 
e— 


R:(e)R'(a) 
( 
2R'(a) 


f a chi 
f(x, b. C) — 2R}(b) 


a), fla, y, o)=- -b)", 


(3.) 





| R'(a)R;(b) 
a,b, 3)=- (z 

N\ u IRKe) © 

ist. Obwohl diese Gleichungen für die folgende Untersuchung vollständig 

ausreichen, will ich doch noch den Coeffieienten A in f(xz,y) bestimmen. 

R’(a) Ri(b) 


Aus der Gleichung f(a,, b,) = folgt 4 = a 3, (=1,2,3). Addirt 
6 [74 — a 
a ; > 2 R'(a) 
man diese drei Gleichungen, und bedenkt man, dass > a = ap ist, 
—(G. -h\a) 


so erhält man 64 = R’(a)— R‘(b) und mithin 

| fie, ze 
(2.) R;(c) 

| 2R'(a)R 
in Uebereinstimmung mit der Formel (41.) $5. Hier ist a, b, e irgend 
eins der 16 Tripel, für welche f(a,b,c)=0 ist, und analoge Formeln er- 
hält man für f(a,y,z) und f(x, b, 2). 

Aus diesen Gleichungen kann man auf viele Arten Ausdrücke für 
20* 


70, Ra) -Ri(b))-a)ly-b)+-Ra)(y—b)-R;i(b)(e-a)]', 
| | 
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F(x,y) und f(z,y,z) herstellen. Nach den Eulerschen Formeln ist 





Fix, y) = „(&r)fe; Y, 6x) 


0'(c,) 
wo r eine willkürliche Constante ist, und daher, weil f(a,, b, c,) = 0 ist, 
| —2R;(b)F(x, y) = 
(3.) , g—r 


ER") -R/b))@-a,)y—b)+Ra,y—b)-Rib)a-a,)]' 


Setzt man r=c, so ist damit F als Summe von drei Quadraten bilinearer 
Formen dargestellt. Nach der dritten Formel (1.) ist für je zwei Wurzeln 
a und b der Gleichungen R=0 und R = 
} _ _ R'(a)Ri(b) 
(#.) F(a,b) = —- le) ° 


und mithin ergiebt sich durch Partialbruchzerlegung 


(5.) —2F(z, y) ni: W. 
R(z)R,(y) - 0'(e,)' 
wo 
1 
is er ve 
a Se 
w 1 1 1 1 


aa: (ea) y—b,) @—a,)y-6) 7 (e-a,)y-b)" @-a,)W—b,) 

ist. Ebenso ist allgemeiner 
(6) —2f(x, y, 2) « z Ma) 

R(&)R,(y) 0'(cx) 
Soll nun eine biquadratische Function F(x, y) bestimmt werden, welche in 
Bezug auf x und y die Determinanten A,(y) und R(z) hat. so sind durch 
jede der beiden Funetionen R und R, zunächst die Invarianten 9, und g; 
bestimmt. Wählt man nun s beliebig, so ergeben sich f und « aus den 
Gleichungen (19.) $1. Nimmt man auch noch das Vorzeichen von £ will- 
kürlich an, so ist die Funetion o(z2) bestimmt. Die Wurzeln der Gleichung 
o=0 bezeichne man nun in einer solchen heihenfolge mit ce, c,, ©, 6, 
dass ihr Doppelverhältniss dem der Wurzeln a, a,, a,, a; gleich wird, was 
auf vier Arten möglich ist. Dann stellt die Formel (3.) oder (5.) die ge- 
suchte Funetion F(x,y) dar. Die behandelte Aufgabe lässt also unzählig 
viele Lösungen zu, wenn aber s und £ gegeben sind, nur noch vier. 

Man kann aber auch die allgemeine Lösung F(x, y) aus einer parti- 
eulären Lösung F(z, y) ableiten, etwa aus einer solchen, für welche t= 0 
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ist. Bildet man nämlich die zu F(x,y) gehörige Function f(r, y, 2), so 
genügt offenbar 


m: > (z, y, 4 
(7.) Fa, y) = eu 
Ye(A) 
ebenfalls den Bedingungen der Aufgabe und hat nach (5.) $ 7 die quadra- 
tische Invariante s = is Man kann daher 4, und zwar auf vier Arten, 


so bestimmen, dass s einen vorgeschriebenen Werth hat, und dann das Vor- 
zeichen von Yo(4) so wählen, dass i ein vorgeschriebenes Vorzeichen erhält. 
Die Formel (7.) stellt daher ebenfalls alle Lösungen der Aufgabe dar. 

Ist » einer der Indices 0, 1, 2, 5 und sind «,, P,, y, drei dieser 
Zahlen, die entweder alle von » und unter einander verschieden sind, oder 
von denen einer gleich v, die beiden andern einander gleich sind, so ent- 
sprechen jedem der vier Indices v 16 Tripel «,, £,, y,. Dann ist nach 
(21.) $1 f(a,,b;,e,)=0, und wenn v von Null verschieden ist, nach (15.) 
$5 und (1.) 


(8) fa,» ba, 6,) = 35 Ra JRı(b,,)R;Ce,,) 


Dureh Partialbruchzerlereune ereiebt sich daher 
o te) be) 


1 


519) 
Q\ 32f(«, y; %) < 
9) (= (2— a.,)y—b;,)(# v C,,) ) 


k(z)R,(y)R,(z) 


23 
= 2,m 
s 


$ 9. 
Zweite Methode. 

Die eben behandelte Aufgabe will ich jetzt auf einem andern Wege 
lösen, auf dem sich zugleich ein neuer Beweis für die Uebereinstimmung 
der Invarianten von R und R, ergiebt. Wenn die Diseriminante der Fune- 
tion R(r) nicht verschwindet, so sind nach (24.) $ 5 ihre drei quadratischen 


gig, und mithin kann man jede qua- 


oO oO 


Covarianten X,, X,, X, linear unabhän 
dratische Function von x auf die Form FC,X, bringen. Sind also Y,, Y;, Y; 
die quadratischen Covarianten von R,(y), so kann man 


F(z, y) = Ze,;Ym,Vm,X,Y; 


setzen, wo m, für R, dieselbe Bedeutung hat, wie m, für R. Nach Glei- 
chung (16.) $5 ist dann 


144 


R= 2(2c,,Ym,Ä,)- 
BR‘: 
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Nach (10.) $5 ist aber 

R= —Zm,eÄ;, 
und es besteht zwischen den drei Functionen X, die quadratische Gleichung 
>m,X;=0(0 und nicht noch eine zweite, weil diese Funetionen sonst nur 


um constante Factoren von einander verschieden wären. Daher ergiebt sich 
eine identische Gleichung von der Form 


2 2 2 
&(&Cu%,) = — Ze, 2, +s2r;,, 


wo s eine Constante ist und z,, 2, x; unabhängige Variabeln sind, oder 
es Ist 


2 
S Ch, =s-6,, 2 Car Car —(. 


Analog ergiebt sich aus der Bedingung, dass die Determinante von F in 
Bezug auf x gleich R, sein soll, 


2 N ' 
= Cu =8—e, S Cualı5 —(). 
Daraus folgt zunächst = C, =3s=3s, und ferner 
Y,h 
LE CC = = Cu3 (< CC) = 6,3 (8 ee... SC. (= Cy3 Cu) — (3 (5 - e;) 


und mithin (e,—e;)e,;= 0, also entweder e,=e; oder e,;,=0. Ist a =e,, 
so sind &—ei, &8,—e\, e—e,, e,—e, von Null verschieden. Daher kann in 
jeder Zeile und Colonne der Determinante |c,;| höchstens ein Element von 
Null verschieden sein. Indem man die Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung von R(x) in passender Reihenfolge mit e,, &, e; bezeichnet, kann 
man erreichen, dass c,;=0 ist, wenn « von / verschieden ist. Dann re- 
dueiren sich die entwickelten Gleichungen auf &,=s-—e,=s-e,. Daher 
ist e,=e, und R und AR, haben gleiche Invarianten. Ferner ist 


(1.) F(z, y) = Zim,Vs—e,X,Y,, 
und diese Function hat in der T'hat in Bezug auf x und y die Determi- 


nanten R, und R, welches auch -.der Werth von s und die Vorzeichen der 
Wurzeln Ys—e, seien. 


Sind 
(2.) F(z, y) = Zm,gq.Ä,Y. 
und 
(3.) F'z, y) = Zm,g,X,.Y. 


zwei biquadratische Formen, so ist die in $ 7 (20.) deünirte biquadratische 
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Covariante 


! ' ' ) Bes z O e 5 
16(F,F) = —m,m;(9.95+ 959.) I y er 7 


also nach (25.) $5 

(4) (F, F) = mg +Bp JA NY tm gt RN +MmHR+ nn) Y:. 
Wendet man daher auf die Function (2.) die Formeln (21.) und (22.) $7 
an, so erhält man 


0.) Ge, y) w mg; X, Yı+m2g39, A: Y+mg,9 X; Y; 
und 
H(z, y) u; m, (2p+25—3s)X, Y,_--- 


Wenn für gewisse Werthe von q,, 9:, 9; die Function F das Quadrat einer 
bilinearen Function ist, so giebt es eine Uonstante », für welche die Glei- 
chungen (4.) $ 4 bestehen, also 


0.9; = RI, G49ı = 0Rg, Id = NG; 

ist. Nun kann » nicht Null sein. Denn sonst verschwänden zwei der 
Grössen q,, es wäre F=m,g,X,Y,, und mithin wären X, und Y, Quadrate. 
Daher muss gg = +9 = +9; Sein. Sind wieder q,, 9, 9; willkürliche Grössen, 
und ist f(x, y, 2) = Fz +2Gz+H ein Quadrat, so muss z zwei Gleichungen 
befriedigen, deren eine 

29 +22.6+9(2:+25—3s) = +3 p+ 2389 +9(2;+2q41—3s)) 
ist oder 

Bstg = 0 
oder 
2 — 652’ — 8:3 +9s +4; Age —12g5 = 0. 
Da es aber wirklich vier Werthe von z giebt, für die f ein Quadrat wird, 
so ist die andere Gleichung mit dieser identisch, und mithin ist 
4 >.5 wu 4 5,3 3.2 
45,—4gga—-12g5 = IE 4 — 12g:8: 
Aus dieser Relation und aus der Vergleichung der abgeleiteten Gleichung 
mit o(z) ergiebt sich 
P ‘ 2 2 2 ‘ 4 4 4 2) Pr » PB ‘ Be 

6) S=egtetn, t= 29:9, ae dt t+B 205299294: 

und folglich 


(R.) H(z, y) = ma (e+E- MAY + 
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| 8 q: q: 7E 
1 u | 
Q: u 9 
03 qr dı —23| 
= BER WRITE - Et) Et t+—B). 
Betrachtet man q,, 9, 9; als Variable, so kann man die Gleichungen (2.), 
(5.) und (7.) dahin zusammenfassen, dass 
(9) -4fla, 9, 3) = Zm, 2x, y, 


Odga 





8) 1 





ist. 

Kehren wir nun zu der biquadratischen Function (1.) zurück, so ist 
die in sie eingehende willkürliche Constante s nach (6.) ihre quadratische 
Invariante und 

(10.) t = —2llVs-e, 
ihre kubische Invariante, und wenn man den Quadratwurzeln Ys—e, alle 
mit dieser Relation verträglichen Vorzeichen ertheilt, so stellt die Formel 
(1.) die vier Funetionen F dar, welche die vorgeschriebenen Covarianten R 
und R, und Invarianten s und ! haben. Da durch eine der linearen Sub- 
stitutionen, welche A in sich selbst transformiren, die Covarianten X,, X,, 
X in X,, —A;, —X, übergehen, so sind jene vier Functionen F einander 


äquivalent. Ist der Ausdruck (1.) eine derselben, so ist eine der drei andern 
r PL r 
m,\s—e,ÄA,Y.— m; Ys—e;X; Y;-m,V\s—e,Ä,Y, = 2m Vs—e,X,Y,—F. 


Dureh Auflösung der Gleichungen (2.), (5.) und (7.) erhält man aber, falls 


9.=Vs—e, ist, 
(11.) —2XY. = Ys—e,(s+2e,)F+ = G-+Vs—e,H. 
's—e, 
Daher ist der erhaltene Ausdruck gleich 
M 2 Y / 2 
(12.) ar ar (FF +4Gt(s—e )+4H(s—e,)’). 


Auch diese drei Formen gehören also der Schaar Fi’ +2@44,+Hi} an und, 
wie im vorigen Paragraphen bemerkt ist, überhaupt alle biquadratischen 
Formen mit den Covarianten R und R.. 


. Setzt man in der Formel (11.) X, = YS-e,R, Y,=VS,—e,R,, erhebt 
sie dann ins Quadrat, und redueirt sie mit Hülfe der Gleichung 
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de — eg = N, 
so ergiebt sich daraus durch Coefficientenvergleichung 
13) | 458S, = (s F+tG+sH) +9(@—sF’), 
l4s(RS,+SR,) = s(H—-sF)’—(tF+2sG@)’ — gF°. 
Mittelst derselben Gleichung kann man auch TT, als kubische Funetion von 
F, @ und H darstellen. Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (1.), dass 


F(z,y) durch die unimodularen Substitutionen X,(z,2)=0, Y,(y,y') — 0 
in sich selbst transformirt wird. 


$ 10. 


Anwendungen. 


Die eben behandelte Aufgabe ist in der allgemeineren enthalten, eine 
triquadratische Funetion f(x,y,z) zu bestimmen, deren Determinanten in 
Bezug auf r, y, z gleich R,R,, R,R, RR, sind, wo R(r), R,(y). R,(z) ge- 
gebene Functionen vierten Grades mit gleichen Invarianten sind. Ist ihre 
cemeinsame Diseriminante von Null verschieden, so muss, wie eben gezeigt, 

Ei 
YR,(%) 
f 
YR,(y) 
sind. Da zwischen den Functionen X, keine lineare Relation besteht, so folgt 
daraus YR,(z)(Z—e,)Y, = VR,(y)(Y—e,)Z,. Daher ist YR,(z)(Z-e,)=e&,Z,, 

wo &, eine Uonstante ist, und mithin 
(1.) f(x, y, 3) = 28&,m, A. YaZa 
Die Determinante dieser Function in Bezug auf z ist 
R(a)R,(y) = Zeim, X Y} = Zeim,(S@)—e,R))(S,y)-e.R,y)) 


Da sieh aber weder S von R noch S, von A, nur um einen eonstanten 


— Im, V\Z-e,X,Y, sein, wo Z eine Funetion von z ist, und ebenso 


—= Zm,VY—e,X,Z,, wo Z,, Z,, Z, die quadratischen Covarianten von BR, 


Faetor unterscheidet. so ist 
— ] 


und daher «,=1. Folglich stellt der Ausdruck (1.) acht Functionen dar, 
die auch wirklich sämmtlich der Aufgabe genügen. Betrachtet man z als 


Sm... =0, Zm,e.,=0, Zm,ee 


a 0 [7 


constant, so ist nach (6.) $ 7 die Invariante ? der biquadratischen Funetion 
f(z,y,2) gleich —2//(e,Z,)=T;(z)IIe,. Soll also t= T,(z) sein, so muss 


(2.) ae el 
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sein, und es giebt nur vier der Aufgabe genügende Functionen. Bei der 
Definition der Vorzeichen der quadratischen Covarianten (10.) $5 habe ich 
eine bestimmte Wurzel der Gleichung R= 0 bevorzugt. Sind a, b, ce diese 
bevorzugten Wurzeln für die Functionen R, R,, R,, so ist 

64f(a, b, c) = R(a)R;(b)R; (ce) Ze,m,. 
Ist f(x, y. 2) die Function (15.) $ 1, so ist f(a,b,c)=(0 und daher 


ge =s—l 













und 
(3.) f(@; Y 3) - =Zm,A,Y,Z.. 


Von dieser Formel will ich jetzt eine Reihe von Anwendungen machen. 
Nach Gleichung (4.) $ 9 ist, wenn A und u zwei Parameter sind: 


(fe, y, 2, fa. y,0)) = mA Y (ZZ luw)+ZCH)Zlu))+-. 


Nach (18.) $5 ist aber Z,(A)Z(u)+Z,(A)Z,(u) die zweite Polare von 
22,(4)Z,(). Folglich ist (f(x, y, %), f(x, y, «)) die zweite Polare von 


(fix, Y, 4), f(z; Y, 4)) u. (F, F) Pr 2G@(«, y). 


Nach (16.) $ 7 ist mithin 


4 |2G(2,y)=(f(e, y, 4), f(x, y, u)) = FösAull+u)—t(A+ u +4Au)— ut u) 
=) 


| + (2 u’ — 2t(a + u)— 2u)+ Hui + u) —-3s(A+ u) 28). 
Durch Coeffieientenvergleichung folgt daraus 
(5, (I (F, F)=2G, (G, =—HIF, (H, H) = 2tH—2uG, 
2.) 


|-2(G, H)= uF+21G+3sH, (H, F=—-IF, 2(F, @) = 3sF+H. 
Bezeichnet man die simultane Invariante zweier quadratischen Funetionen f 
und g von y mit 4,(f,g), so ist nach (16.) $5 


4,(f(&, y, », f(z, y, u)) = Zm,X2Z,0)Z,(u) = Zm,(S—e,R)Z, (AZ, (u) 
und folglich nach (20.) und (21.) $5 
6.) A, 9; r, Fa, y,u)) = R(@)e(h, u)—28(a)(A-u), 


wo o(k, u) die zweite Polare von o(A) ist. Daraus ergiebt sich durch 
Coefficientenvergleichung 


2 IR P=R, 4,6, Q=S-6h, AH, H)=uR, 
“Aa, H)=1iR, 4, B=-2S-sR, 4,(F, O)=0. 


Die simultane Invariante der drei quadratischen Formen (1.), (5.) 
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und (7.) $9 von y ist nach (24.) $ 5 
or or OF 


| oy’ eyay,  dy: FR F, 
5 ’ a | 
(8.) | Fin nr Be in |=-816 6, @,| = 167(e). 
ou ou OH H H, H» 
oy?  oyay, yı 
Daraus ergiebt sich eine für die Anwendungen wichtige Formel. Die Fune- 
tion F(x,b) ist ein Quadrat, und verschwindet daher nur für einen Werth 


z=.a, aber von der zweiten Ordnung, so dass F(a,b)=F,(a,b) = ist. 
Da nun = F,F,—FF,. 2@,=F, Fa—R°g.: ist. so ist auch 
G(a, b)=G,;,(a, b)=0 
und folglich nach (8.) 2T(a) = —H(a,b)F;(a',b)G,(a,b). Da aber nach 
(7) 2tR= 26, H,—GH„—HG,, also 2tR(a) = —H(a', b)G,„(a',b) und nach 
(6.) $ 1 R(a)=F,(a,b)' ist, se ergiebt sich 
(9.) T(a) = tF;(a', b). 
Bis auf das Vorzeichen erhält man diese Relation ohne weiteres aus den 
beiden Gleichungen (19.) $ 1 und (8.) $5 und der Gleichung (2.) $ 3, nach 
welcher 
(10.) S(a)=sR(a)=sF;(a', b)’ 
ist. Zu diesen Formeln kann man auch auf folgendem Wege gelangen: 
Da f(a,b, 3) für 3=c von der zweiten Ordnung verschwindet, so ist 
F(a, b)c+G(a, b) = Q. 
Nun ist aber 
F(a, b) = F(a', b)+2F,(a', b\(a—a')+F,,(a', b)(a—a')', 
G(a, b) = G(a', b)+2G,(a', b\a—a)+G,(a, b)(a—a')’ 
und daher, weil 


Y A ‚OF, 
2G, = F,F,—F r 2 


Or 


Y y Aj ” oF y 
G1=FuF2-—F, = 
ist, 

F(a,b)=F,(a,b)(a-a)', @(a, b) = F,,(a‘, b)\(a—a')(F;(a', b)+F,,(a', b)(a—a')). 


Folglich ist 


F, (a, b) 
a—a 


6: = 


-—F.(a', b). 











































164 Frobenius, Theorie der biquadratischen Formen. 


Da aber nach (6.) $ 1 

R(a)=F,(a', b), R'(a)=4F,(a', b)F,,(a', b) 
Ist, So Ist 
ee _1R(0) =: R,,(a',a) 


a—a 


F;(a', be=-; 





Nach (50.) $5 genügt dieser Ausdruck der Gleichung 
—68(a)Z’+4Tla)Z+gR(aY—3S(a) = (0. 
Vergleicht man diese mit der Gleichung o(z) = 0, der ce genügt, so erhält 
man die Formeln (9.) und (10.). 
Bezeichnet man die quadratische Invariante s einer biquadratischen 
Form F(x,y) mit |F, F|, so ist, wenn F und @ zwei biquadratische Formen 
sind, [F+4G, F-+4G]| eine quadratische Function von A, in der ich den 
Coeffieienten von 24 mit [F,@]=|[@, F] bezeichne. Nach (6.) $ 9 ist diese 
simultane Invariante für die beiden Formen (2.) und (3.)$ 9 gleich 48.g,g}. 
Daher ist 
Slfle, y, 2, fa, y, W) = ZZ, (MZ,(u) 
und folglich nach (22.) $5 
(11.) TiE2 Y; A), f(z, Y; u)) Fr o(h, u)—tg(A— u)". 
Dureh Coefficientenvergleichung ergeben sich daraus die Formeln 
(12.) (IF, Fl=s, (6, @|=s-759, [H, H)=s°'-9;, 
l[6, 1=-—Ist, [H, FJA=—Aau, [F, G)= -U 
durch welche auch die Invarianten ft, «, 9, 9; erklärt werden En 
Betrachtet man f(z,y,z) und f($5,n,z) als quadratische Functionen 
von z, so ist nach (16.) $ 5 ihre simultane Invariante 


0 = Zm.X,(a)A.(S)Y.Wy) Yan). 
Derselbe Ausdruck ist auch die simultane Invariante der beiden quadra- 
tischen Formen ($ 5 (43.)) 


(Im, X,(a)X,(SP.(@) = 28 (2, 5)—22R (2, 5)+2(8°—-759)(2-5)), 
|Em,Y.(y)Y.@)P.@) = 28, n)—2=R,(y, n)+2(@-59)(y—n)’. 
Demnach ist 

G(z, y)@(&,n)—%Fle, y) H(S, n)—3H(e, y)F(S, 9) 

|= Ra, HR,(y,n)—2S(&, Iy-n)’—28.Qy, Ja -H’+4l 9’ yn)’. 
Da ferner die Determinanten von f(xz,y,2) und f(£,n,2) in Bezug auf z 


(13.) 


(14.) 
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gleich A(z)R,(y) und R(S)R,(n) sind, so ist die Resultante dieser beiden 
quadratischen Functionen von z gleich O’—-R(z)R,(y)R(E)R,(n), und da die 
Determinanten der beiden Funetionen (13.) gleich R(z)R(£) und R,(y)R,(n 
sind, so ist ihre Resultante ebenfalls gleich O’—R(z)R(S)R,(y)R,(n). Es 
ergiebt sich also der merkwürdige Satz: 

Die simultane Invariante und die Resultante der beiden quadratischen 
Functionen Lf(z,y,2) und If(S,n,z) der Variabeln z sind dieselben, wie die 
der Functionen 


S(z, 5)-sHlz, S)H2—15n)e-5) und Sy, n)—R,ly, n)+@@— 59:)(yn) 


1) 
und bleiben daher ungeändert, wenn man x mit S, oder y mit n vertauscht. 
Indem man die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Relationen auf 

die Funetion (3.) anwendet, kann man die Invarianten und Covarianten jeder 
linearen Verbindung von F, @ und H berechnen. Setzt man 

(15.) F=F(z, y)Au+G(z,y)A+u)+H(e, y) = Zm,X,Y,Z,(, ı 
wo Z,(4, u) die Polare von Z,(4) ist, so ist 

(16.) R(z) = o(4, WR(z2)+(4.— u)’S(«) 
Ebenso wie F die Polare der in $ 7 untersuchten Funetion F von 4 ist, 
sind auch die Ausdrücke e,, s—e,, t und @ die Polaren von e,. s—e,, f 


und @, welche in Bezug auf A und « von gleichem Grade sind. Daher ist @ 
durch die Formel (4.) gegeben. Ferner ist 


(17.) | s=o(h, u)+ 5 (A— u), = (ld, 1), 
” = nel, W300, Au) + Au), 
as, |. m erut Heat) +e-benH 3, 


| 0.—6; = 40. e)(&-0,)(u—09)+(4-07)(u—e,)), 


und wenn man 





7? 
Pay (Fe 20 5; aut +H 5) = 2Zm,e,X.Y.Z,(4) 
(19) oh 
E()= AR 26 +HS%) = —2Em (ei -19)X,Y,Z, (a) 
setzt, 
(20.) H—-sF = o(4, u)P (A, u)+(— u)? Z(i, u), 


wo P(A, u) und &(A, «) die Polaren der quadratischen Functionen P(%) und 
=()) sind. Die merkwürdigste Eigenschaft der betrachteten linearen Ver- 
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bindungen besteht darin, dass, wenn 





,, =4l-38), c, = d&—be,s+3t 
die correspondirenden Wurzeln der charakteristischen Gleichungen von F, 


@ und H sind, die lineare Function e,r+c\r'+cr'" die der charakteristischen 
Gleichung von rF+r'@-+r"H ist. 





































$ 11. 


R und R, sind keine Quadrate. 
Die vier Funetionen, welche der Ausdruck (1.) $ 10 unter der Be- 
dingung (2.) $ 10 darstellt, sind die Wurzeln einer Gleichung vierten Grades 


Th —Hf—mf+n = 0 
Um dieselbe zu bilden, setze ich zur Abkürzung 
1.) (S-AR)(S,—AR,)(S—AR,)+1RR,R, (4° —g4—g) = D—Mi-+N, 


also 


L = R,RRS+R,RS,+RR,S,, 

M= 8,8,R +8,8R, +88, R,+49 RR,R,, 

N = SS,S, —lq,RR;R.. 
Dann ist m = —8II(X,Y,Z,), also 

(2.) m = TT\;T,. 
Ferner ist | 
= (&—6) (A, YıZ) +, 
also nach (1.) 
= (&—6) (Le —Me+N)-+--- 

Dieser Ausdruck entsteht aus (&,—e;)'(A—e,A,)’+--, indem man 4), 24,4, 4° durch 
L, M, N ersetzt. Diese Summe ist aber die Hessesche Covariante der kubi- 
schen Function (4) 


Fl sr 1 5 3) — 412g,2°+36g,21,+922), 
und mithin ist 
(3.) != L+189,M-+129N 
Endlich ist 
gen = II((&— e,)V Lei— Me, + N+(e,-—e,)/ L&—Me,+ N +(e,— e,)V Le—Me,+-N). 
Betrachtet man L, M, N als unabhängige Variabeln, so ist dies Produet 
eine ganze homogene Function zweiten Grades derselben, welche ver- 
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schwindet, wenn M’—4LN=Ü0 ist. Denn dann ist ’—Mi+N = (Pi+0)' 
und (.—&)(Pe, +Q)+(&-e,)(Pe+ Q)+(e—e)(Ps+Q)= 0. Daher ist jener 
Ausdruck gleich k(M’—4LN). Um %k zu bestimmen, setze ich für Z, M, N 
die Werthe 129, —36g;, g, so das ’—-M-+N=8((8—e) (k—e,)-+--) 
wird und mithin Le—-Me+N = 16(e,—e)(e—e). Dann ergiebt sich 
k= 1-9 und folglich 

(4.) n = M’—ALN. 
Demnach findet man zwischen der Function f und gewissen ihrer Covarianten 
die identische Gleichung 

5.) uf -HgL+18;M+12,N)f—-TTT,f+M’—4LN = 0, 
mit deren Hülfe sich leicht ein neuer Beweis für den Satz Il, $ 3 ergiebt. 
Dieselbe muss auch bestehen bleiben, wenn 9, = 0 wird. Dann redueirt sie 
sich auf die quadratische Gleichung 

(6.) Uf+mf—n =. 
Ist & = e,(=e), so wird 

el = (e-e,) (Le—Me-+N)= (e-e,)(S-eR)(S,— eR,)(S,— eR;,), 

kann also nur verschwinden, wenn entweder die Wurzeln der Gleichung 
y(A)=0 alle drei einander gleich sind, oder wenn eine der drei Functionen 
R, ein Quadrat ist. Tritt keiner dieser beiden Fälle ein, so hat die Aufgabe 
zwei und nur zwei Lösungen f. Ist dagegen , =, =, = 0, also ==, 
so redueirt sich die Gleichung (5.) auf eine vom ersten Grade mf—n =, 
und wenn a, b, ce die einfachen und «a, b’, e' die dreifachen Wurzeln der 
Gleichungen A=0, R,=0, R,=( sind, so ist 


—32.81R(a)R,(b)R;(e)f(x, y, 2) 
(7) 1 = IIYRY(b)RY (ey) -a)(y—b')(a—-e')+VR}(e)R"(a)(y—b)(a—e)(x—a' 
+ RR} (b) ao) e—a)(y—D)) 
Ist keine der drei Functionen R, ein Quadrat, ist also f unzerlegbar, so ist 
m von Null verschieden, und die Aufgabe hat eine und nur eine Lösung. 
Ist f aber zerlegbar, so verschwinden alle Coeffieienten der Gleichung (5.). 
Bei der Herleitung dieser Gleichung ist von der Bedeutung der Aus- 
drücke AR, und S, kein Gebrauch gemacht worden. Daher erhält man die 
beiden Wurzeln der Gleichung (6.), indem man in der Formel (1.) $ 10 





2 


en 


(ea —ez)(e.—e,) 
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e&=e,=e werden lässt. Von den vier durch diese Formel dargestellten 
Ausdrücken werden dann zwei unendlich gross, die beiden andern aber gleich 






/ u ie 38 Ss _ilI 
(8.) f — mX,Y,2,+[D,"° a en 


Lässt man endlich e,, &, e,; alle drei gleich Null werden, so bleibt von 
den vier Ausdrücken nur einer endlich 





i=8 












(9.) f = }[DiY(S-AR)VYS,—ıR,VS,—AR,],_.. 
Man kann die drei Fälle zusammenfassen, indem man 
‚f4yYS—ARyS —AR, YS,— AR, 
(10. = te 
ur [ ü | (A) 8 n 


setzt, wo e die Wurzeln der Gleichung (4) = 0 durchläuft. 

Will man den eben ausgeführten Grenzübergang vermeiden, so muss 
man die Formel (1.) $ 10 so umgestalten, dass in ihr keine verschwindenden 
Nenner mehr auftreten, falls die Grössen e, alle oder zum Theil einander 
gleich werden. In dem betrachteten Falle hat jede der drei Gleichungen 
R,= 0 wenigstens eine einfache Wurzel. Ist ce eine einfache Wurzel der 
Gleichung R,(z) =0, so geht R durch die Substitution Yf(z,y,c)=0 in 
R, über. Wie leicht zu sehen, entspricht dabei einer einfachen Wurzel a 
der Gleichung R=0 eine einfache Wurzel 5 der Gleichung RR=0. Nach 
(12.) $5 ist dann 

;R(a)R,(b)R;(e)f(z, y, 3) = Zm,X,(z)X,(a)Y,(y)Y.(b)Z,(2)Z,(e). 
Nach (19.) $ 5 ist aber 


X,(z)A,(a) = S(z, a)—e,R(z, a)—2(e,— 5) —a) 
und mithin 
| R(a)R(R}(ofla, y, 2) 

(11.) = —2(r-a)'(S,(y, b)S.(z, ©)+ sg Rı(y, b)R.(s, 2 Ba 

ae +S(@, a)(Rı(y, b)R.(z, e)+49(y—b)(s-e))+ 
H(R(z, a)y—b) (ae) +) (lea) (y—b)'(@@-e). 

Ersetzt man in den obigen hechnungen AR,, $,, T, und f durch 1, 

s, £ und F, so erhält man diejenigen biquadratischen Funetionen F(z, y), 
welche in Bezug auf x und y die Determinanten R, und R haben und die 
Invarianten s und £ besitzen. Ist weder R noch R, ein Quadrat, so giebt es 
solcher Funetionen 4, 2 oder 1, je nachdem die Gleichung (4) = 0 drei, 
zwei oder eine Wurzel hat. 
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$ 12. 
R und R, sind Quadrate. 
Sind R und AR, Quadrate, so lässt sich F in zwei Factoren zerleren 
(1.) F(z, y) = 2XY, 
die bilineare Functionen von x und y sind, 
(2.) X=pay+pat+tp'y+p", Y=gaey+gat+g'y+qg". 
Da die Determinante der quadratischen Form 2(ex+Px,)(ye+Jdx,) gleich 
(@d—Py)* ist, so sind R und R, die Quadrate der Functionaldeterminanten 
7 ö(X, Y) 
a) 


Die Aufgabe, alle biquadratischen Functionen F zu bestimmen, deren Deter- 


(3.) ’ fı\y). 


eecebenen Funetionen 


oO oO 


(4.) R(z)=f(x), Rıy)=fı(y)' 


minanten in Bezug auf y und x die 


sind, redueirt sich also auf folgende: Sind zwei quadratische Funetionen 


- x 


(d.) f(x) = ax’+2br+c, fı(y) = ay’+2b'y-+c 


gegeben, zwei bilineare Functionen (2.) zu bestimmen, deren Funetional- 
determinanten (3.) gleich f und f, (oder gleich f und —f,) sind. Wegen 
des Zusammenhanges dieser Aufgabe mit dem Problem, das Gauss in der 
fünften Section der Disqu. Arithm. behandelt hat, will ich darauf etwas 
näher eingehen. 

Zur Berechnung der Unbekannten p, p', ... q" hat man die Glei- 


chungen 
pg—pqg =a, pgq—-pg=a, pg—pg=b-+b, 
\ " "ng" —i, pq —p'g = c, pq—-pq —— Bin h. 


Zwischen diesen sechs Determinanten besteht aber die Relation 


(6.) 


\s 


ac—ac+(b+b)\(b'—b) = (0. 


Die Aufgabe ist also nur lösbar, wenn f und f, gleiche Determinanten 


(7.) D=b—-ac=b’—-ac 
haben. Da die Invarianten der Function vierten Grades f(x)’ gleich 
4 2 3 
(8.) g:=3D, 9=-„rD 


sind, so enthält für den betrachteten Fall die Gleichung (7.) den Satz von 
der Uebereinstimmung der Invarianten der Functionen R und R.. 
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Setzt man 


9) A=gg gg, C=pp pp", 2B=pgq"+p"g—-pa’—p"g, 
so ist 


qA-pY qgA-pY 
| q xX—p'Y q X—p"Y 
Zählt man in dieser Determinante die Elemente der ersten Zeile, mit x mul- 


tiplieirt, zu denen der zweiten, und die Elemente der ersten Colonne, mit y 
multiplieirt, zu denen der zweiten, so wird das letzte Element 


(gey+gat+g'y+g")X—(pzy+pa-+p"y-+p'")Y = 
Daher zerfällt die Determinante in zwei Factoren, von denen der eine 


ö a oY Mm L Acer a oY 
(ge+q)A—(pe+p )Y= YyYoay = 3 oY +) 


"ee 2 1) 
und der andere —fı(y) ist. So ergiebt sich die bekannte Identität 
(10.) AX’+2BXY+CY: = f(a)fı(y). 
Betrachtet man y als constant, so geht demnach die quadratische Form 
AX’+2BXY+CY’ durch die Substitution 
Ku AR Si: Y=-% 2+ - 


Or Or, 


AX’+2BXY+CY = — 


in fi(y)f(x) über. Daher ist die Determinante der RR Df\ gleich der 
der ersteren D, mal dem Quadrate der Substitutionsdeterminante, die nach 
(3.) gleich fı ist. Also ist 


(11.) B-AC=D. 
Für den Werth 3=B verschwinden, weil 
o(B) = |prgn+g@p0] use 


ist, alle Unterdeterminanten dritten Grades der Determinante (4.) $ I, und 
daher ist 


(12.) Fb’--+2GB+H = 
Folglich ist (BF+@)’ = @— FH= RR,, also 
(13.) BF+G= ff = AX’+2BXY+CY”. 


Dass das Vorzeichen richtig bestimmt ist, erkennt man aus dem speciellen 
Falle, wo @=0 ist. Dann zerfällt F und folglich auch X und Y in lineare 
Factoren von je einer Variabeln, und mithin ist A=C=(0. Ist also für 
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diesen Fall X=P und Y=(, so ist 

(14.) F(z, y) = 2PQ = Im. 

YD 

Aus den Gleichungen (12.) und (13.) ergiebt sich 

(15.) G= AX’+CY’, H=-—B(AX’+BXY+CY’). 
Die Wurzeln der Gleichung (4) = 0 sind nach ($.) 

(16.) s=-—%3D, &8=e8,=1D. 
Nach Formel (7.) $ 7 ist aber B als Doppelwurzel der Gleichung o(z) = 0 
gleich Ys—e,, also ist s= e,+B°. Durch den Coeffieienten s und die Doppel- 
wurzel B ist die Funetion o(z) vollständig bestimmt, 

(17.) o(2) = (3—B)’((2+B)’—4AC), 
also ist 

(18) 3s=B’+2AC, t=2ABC, s-e =B, s-—e,=s-e, = AC. 
Ich gehe jetzt zur Lösung der oben gestellten Aufgabe über. Benutzt man 
X und Y als Funetionszeichen, so sind die beiden Gleichungen (3.) iden- 
tisch mit 
19. (Az, y)Yla,m)-X(e, m) Ya, y) = (y-n)f(@@), 
| | Alz,y)Y(5, y—-A($,y)Y(e, y) = (2 -Sfi(y). 
Sind f(z,$) und fı(y,n) die Polaren von f(x) und fi(y), so folgt daraus 
durch Polarenbildung 
Az, y)YG&,M)+A(s, y)Yla,)-Ala,n)Y(S,)-AG,n)Y(z,y) = 2fle, S)(y—n), 
X(z,y)Y(S,n)+X(a,n)Y(S,y)-Ä(S,y)Y(z,M)—A(£,n)Y(e, y) = 2fı(y,n)(e—$) 
und daraus durch Addition 

20.) Aa, YES m)-AG n)Ya, y) = fa, Iu-m)+h Ma—9). 

Setzt man in dieser Gleichung 2 = & oder y=n, so erhält man wieder die 
beiden Gleichungen (19.), und folglich ersetzt dieselbe die sämmtlichen 
Gleichungen (6.). 

Ich mache jetzt die Voraussetzung, dass keine der beiden gegebenen 
Funetionen f und f, identisch verschwindet. Dann können sich X und Y 
nicht nur um einen constanten Factor von einander unterscheiden. Wären 
also diese bilinearen Funetionen bekannt, so könnte man zwei Werthepaare 
x, y und x”, y" so bestimmen, dass (nachdem man homogen gemacht hat) 

(21.) X, y') =, Ye, y) =N, Ar, y') =—N, Ye‘, y') =0 
22* 
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wird, wo N eine von Null verschiedene Constante ist. Setzt man diese 
Werthepaare für &, 7 in (20.) ein, so erhält man 


NX(z, y) = fa, #)y-y)+fh@y Var), 

NY, y) = fa, @)y-y)+fhY yY)e-e”). 
Diese Ausdrücke erfüllen zwei der Gleichungen (21.) identisch. Damit auch 
die beiden andern erfüllt seien, muss 


N = fe, )W-y)+HhW), YI@—a” 
sein. Diese Entwicklung lässt sich nun umkehren und führt dann zur Lö- 
sung der gestellten Aufgabe: Setzt man nämlich 


(22.) fa,y; Sn) = fa, J)y-n)+h Ma), 
und sind x’, y', x", y' willkürliche Constanten, die nur der Beschränkung 
unterliegen, dass f(x, y;x”,y') von Null verschieden ist, so befriedigen die 
Funetionen 





(23.) X 2 Ru A ’ Y= Zuge n A 
Yas,ysa,y") Yfa,y;=@,y') 
die Gleichung (20.) identisch. Denn zunächst ist 
(24.) fa, Sn) = [SW © Y) 


also f(x. y: x —(), Daraus ereiebt sich die identische Gleiehune 
(+; Y b) Yy fe) » 


(2,4; S:m)fa,y; a, y )Hfo,y d,y)f@,y"; 5, n) 
+f a, y =, y')f(&n ©, Yy) 


ey x 


ı$n 5 
| ei | 


n 
ay = y 1 


= 
Je 


= ((b?-a'e)—(b’—ac)) 





Iz’y' 2" y" 1 
Denn als Funetion von z und y ist die linke Seite eine bilineare Form, 
welche für die Werthepaare &, n und «', y und x”, y’ verschwindet. Sie 
kann sich daher von der Determinante nur um einen Factor unterscheiden, 
der von x, y unabhängig ist. Ebenso erkennt man, dass dieser Factor von 
den übrigen Variabelnpaaren unabhängig ist. Macht man nun die Ausdrücke 
homogen und setzt dann e=y=1,., =y =0;i=n=15,=n=0u.8 w., 
so werden in der Determinante die Elemente der Diagonale 1, die übrigen 
0. Ferner wird 

fiz,y;5 S; n)=a, f(®, Y; zT, y') en a, f(®, Y; 2, y') en. b+b, 
fe‘; y; e, y') vn C, [(S; Ns <", y') 2 c, f(S; 75 €, y') .. b—b. 
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Haben also f und f, gleiche Determinanten, so verschwindet der Ausdruck 
(25.) identisch, die Functionen (23.) genügen den Gleichungen (3.), und 
folglich ist 


IN\ 


2f(z,y; 2 ,y)f(,y; 2',y") 

(26.) F(«, y) — P f(&',y'; 2" ,y") E 

Seien « und £ die Wurzeln der Gleichung f=0, « und f’' die der Glei- 
chung fi = 0, und zwar sei 


ac+b=a«+b=YD, aß+b=aß+b=—YVD. 


Mit Hülfe der Gleichung f(«, 5) = YD(&—-e) und der analogen Gleichungen 


findet man, dass identisch f(«, P'};&,n)=0 und f(P,«';&,n7)=0 ist. Daheı 
sind X(z,y)=0 und Y(z,y)=(0 zwei Transformationen von f(z) in fi(y 
welche die Wurzeln «, % in f’, «' überführen. Wenn es sich nieht um 
die Bestimmung der bilinearen Funetionen X und Y handelt, die den Glei- 
chungen (3.) genügen, sondern um die der biquadratischen Function F, deren 
Determinanten die Funectionen (4.) sind, so kann man in der obigen Ent- 
wicklung auch f, durch —f, ersetzen. Dann werden X=0 und Y=0 zwei 
Transformationen von f in f,, welche die Wurzeln «, 5 in «, 9 überführen. 
Bilden die bilinearen Formen ? und Q irgend eine partieuläre Lö- 
sung der Gleichungen (3.), so ergiebt sich aus der Formel (20.) die Relation 
Aa, y)Y(S, n)—-AG, n)Yla, y) = Pia, OG, MPG, M)OCa, y). 
Setzt man wieder für $, 7 die beiden durch die Gleichungen (21.) definirten 
Werthepaare ein, so erhält man zwei Gleichungen von der Form 
X=oP+PßPQ, Y=yP+0Q, 
wo a, P, y, 9 Constanten sind. Umgekehrt genügen diese Ausdrücke den 
Gleichungen (3.), wenn @&d—/y = 1 ist. Daher enthält die Funetionenschaaı 
(27.) F(x, y) = 2(aP+P0)(yP+0Q) 
zwei willkürliche Constanten, und, wenn die Invariante s gereben ist, nur 
noch eine. Je nach der Wahl des Vorzeichens von YR,:YR erhält man 
zwei solche Schaaren von Funetionen F(x,y). Der Formel (14.) zufolge 
bildet man die bilinearen Formen P und Q am einfachsten, indem man je 
einen Linearfactor von f mit einem von f, vereinigt. Dies kann man auf 
zwei Arten ausführen, und so erhält man jene beiden Schaaren. Die Lö- 
sung (14.), die einzige, für welche @ = 0 ist, ist auch zugleich die einzige, 
welche diesen beiden Schaaren von biquadratischen Functionen gemeinsam ist. 
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$ 13. 
R, ist ein Quadrat, R nicht. 

Die übrigen Fälle, die sich bei der Bestimmung einer biquadratischen 
Function F mit gegebenen Determinanten R und R, darbieten können, sind 
leicht zu erledigen. Sind R und R, beide Null, so ist F das Quadrat einer 
beliebigen bilinearen Form und enthält vier willkürliche Constanten, wenn 
aber die Invariante s gegeben ist, nach Formel (3.) $ 4 nur noch drei. Ist 
R,=0, R aber nicht, so ist nach Satz I, $ 3 die Aufgabe nur lösbar, wenn 
R= f(x)‘ die vierte Potenz einer linearen Function ist. Dann ist 


F(z, y) = fa) sy), 
wo g(y) eine beliebige quadratische Function mit der Determinante 1 ist, 
also zwei willkürliche Constanten enthält. In diesem Falle sowohl, wie in 
dem, wo R, ein Quadrat ist, R aber nicht, muss o(z) nach $ 3 ein Quadrat 
und daher s die Doppelwurzel s= e,= e, der Gleichung g(}) = 0 sein, also 
(1.) p=12, =-8, t=0. 
Demnach ist s durch 9, und g,; mitbestimmt. Daraus folgt: 

Il. Sind die Functionen vierten Grades R(x) und R,(y) äquivalent, so 
kann man eine biquadratische Function F(x, y) bestimmen, deren Determinanten 
in Bezug auf x und y gleich R, und R sind, und deren quadratische Invariante 
s einen beliebig vorgeschriebenen Werth hat. Sind aber die Determinanten R 
und R, einer biquadratischen Form F nicht äquivalent, so ist s durch R be- 
stimmt, nämlich gleich der Doppelwurzel der charakteristischen Gleichung von R. 

Ist R, ein Quadrat, R aber nicht, so ist nach Satz III, $3 

(2.) Fa, y) = Ken) )+@—n)gW)) 
wo 

sy) =py+t2gytr, A)=ay'+t2byte 

quadratische Functionen von y sind. Daher ist 

(3.) R(y)=fi@W), R(e) = Ken) f(@), 
wo 
(4) f(x) = a(e—n)’+2b(z—n)+c= (b+(c—n)g)—(a +(c—n)p)(C +(2—n)r) 
ist. Seien umgekehrt zwei Functionen vierten Grades von der Form (3.) 
mit gleichen Invarianten gegeben, für welche b’—ac nicht verschwindet, 
und a, b’, c' nicht sämmtlich Null sind. Berechnet man die Doppelwurzel s 
der charakteristischen Gleichung von R und der von R,. so erhält man die 
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Relation 
(5.) 3 =c=b"—ac, 
welehe die Gleichheit der Invarianten von R und AR, ausdrückt. Um F zu 
bestimmen, hat man daher nur noch die Unbekannten p, g, r aus den Glei- 
chungen 
gq—-pr=a, 2bg—cp—-ar = 2b 


zu berechnen, die stets lösbar sind, weil a‘, 5b, e nicht sämmtlich ver- 
schwinden. 

Sind also R und AR, gegeben, so enthält F eine willkürliche Con- 
stante, falls nicht beide Determinanten Quadrate sind, aber zwei, falls beide 
Quadrate und nicht beide Null sind, und vier, falls beide verschwinden. Im 
ersten Falle gilt (vgl. $ 8) der Satz: 

II. Ist F(x,y) eine biquadratische Form, deren Determinanten R und 
f(z, y, 4) 


R, nicht beide Quadrate sind, so ist n 
Yo 


die allgemeinste Form, deren 


Determinanten gleich R und R, sind. 

Aus den Entwicklungen der Paragraphen 9, 11, 12 kann man 
schliessen, dass alle biquadratischen Formen, welche dieselben Determinanten 
R(x) und A,(y) und dieselben Invarianten s und £ haben, einander äqui- 
valent sind. Daraus folgt: 

Ill. Damit zwei biquadratische Formen äquivalent seien, ist nothwendiy 
und hinreichend, dass sie dieselben Invarianten s und t haben, und dass dic 
Covarianten R(xz) und R,(y) der einen den beiden entsprechenden der andern 
einzeln äquivalent sind. 

Nimmt man noch die in $ 4 abgeleiteten Resultate hinzu, so ge- 
langt man zu der Folgerung: 

IV. Damit zwei biquadratische Formen äquivalent seien, ist nothwendig 
und hinreichend, dass ihre charakteristischen Determinanten in den Elementar- 
theilern übereinstimmen. 


$ 14. 
Ueber symmetrische biquadratische Formen. 
Ich gehe jetzt näher auf den Fall ein, wo F(xz,y) = F(y, x) eine 
symmetrische Function von x und y ist, wo also 


1.) wußte Bl 
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ist. Nach Formel (9*) $ 1 ist dann der Ausdruck 
(2.) n = B—C 

einer Wurzel e der charakteristischen Gleichung o(z) = 0 gleich. Offenbar 

werden ja auch die Gleichungen (9.) $ 1 erfüllt, wenn man 


e=0, el, y=--—l, 9=0 0-8 


setzt. Die Substitution Yf(z,y,ec)=0 ist daher die identische, und diese 
muss sich, weil AR,(y) = R(y) ist, in der T'hat unter den vier Transforma- 
tionen von R in R, befinden. Nach Formel (11.) $ 1 ist daber, wenn 
o(n) = —4g gesetzt wird: 

(3.) F(z, y)n’+2G(z, y)n+H(z, y) = 2g(z—y)'. 


Da @d—fy=1, also von Null verschieden ist, so hat nach dem zweiten 
Theile des in $ 4 erwähnten Satzes des Herrn Stickelberger die Deter- 
minante o(z) einen linearer Elementartheiler 3—n. Es gilt also der Satz: 

l. Ist eine biquadratische Form mit der charakteristischen Determinante 
o(z) einer symmetrischen Form mit der Invariante n äquivalent, so ist s—n ein 
linearer Elementartheiler von o(2). 


Direet kann man denselben beweisen, indem man die Determinante 


wa: il ui: 
TR m 

Sin: 2A. 
Er ER ER 








mit der Determinante o(z) einer symmetrischen Form F(xz,y) und das Pro- 
duet wieder mit W zusammensetzt. Dann erhält man 


A 0 2B B-+z 

2B 0 AB+C-3) 2C' 
Rn An) 0 le; 

B +2 0 2C' > | 





Bei dieser Operation bleiben die Elementartheiler von o(z) ungeändert. Da 
nun in der transformirten Determinanie die Zeile und die Colonne, in der 
2(n—z) steht, ausser diesem Elemente nur noch verschwindende enthält, so 
ist s—n ein linearer Elementartheiler von e(z),. Aus dem ersten Theile 
des Satzes des Herrn Stickelberger und den Entwicklungen des $ 1, nament- 
lieh aus den Formeln (9*.) $ 1 ergiebt sich umgekehrt: 
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II. Hat die charakteristische Determinante einer biquadratischen Form 
einen linearen Elementartheiler z—n, so ist die Form einer symmetrischen mit 
der Invariante n äquivalent. 

Nach Satz II, $4 folgt daraus: 

Ill. Sind die beiden Determinanten einer biquadratischen Form äqui- 
valente Functionen vierten Grades, so ist die Form einer symmetrischen äquivalent. 

Haben die Unterdeterminanten dritten Grades von o(z) keinen Divisor 
gemeinsam, so sind die Substitutionen (23.) $ 1 (deren Anzahl 4 oder 2 
oder 1 ist) die einzigen, welche AR in R, transformiren. Da sie den For- 
meln (9*.) $ 1 zufolge die Form F zugleich in eine symmetrische verwan- 
deln, so ergiebt sich der Satz: 

IV. Ist R kein Quadrat, so ist jede biquadratische Form, deren Deter- 
minanten in Bezug auf x und y gleich R(y) und R(x) sind, eine symmetrische. 

Jede nicht symmetrische biquadratische Form, deren Determinanten 
dieselben Funetionen sind, lässt sich auf die Gestalt 

(4) F(z,y) = (ary+(b+k)e+(b—k)y+c)(axy+(b+l)e+(b—-I)y-+e) 
bringen. 

Der obigen Rechnung zufolge ist 


A B B-2 
(9.) ee = 2B B+C-z 2C = (3—n)'+An(3—n)'+12p(z—n)—4q 
B+z2 C ei 
oder 
A B C+2u 
em _ 1|4 Bin C 
(6.) I non 21° | | 
A'+2u B'" gr 





= 2u’— 2nu + (m — 3s)u+t = 2(u—n)’+4n(u—n)’+6p(u—n)—g. 

Dieser Ausdruck ist die Determinante der Function IF(z, y)+u(z—y)' falls 

man sie als bilineare Form von x’, 2x, 1 und y’, 2y, 1 betrachtet. Daraus 

folgt, dass », p und q ungeändert bleiben, falls F durch cogrediente uni- 

modulare Substitutionen transformirt wird. Für die in $ 9 untersuchte Function 
Ce.) Fx,y) = =m,g.0.(@)0.() 


muss jener Bemerkung nach, weil nach (20.) $5 


F(x, y)+2u(c—y) = Im, (9. -u)Q,(z)Q,(y) 
ist. 


(8.) o(Zu—n) = 16(u—n)/I(u—gq,) 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 2. 











178 Frobenius, Theorie der biquadratischen Formen. 





sein, mithin identisch 

(9.) 227° +4n2+6p2—g = 21l(z-+n—q,), 
also 
f EN ) ) ‘ Es u < ' 
10.) n=gtetg, Pa = tt, 12a). 
Aus der Formel (5.) ergiebt sich 

11) p=sen)=Hn—-s, q=—Lteon) = Ins—n’-t. 
Umgekehrt ist mithin 

(12.) s=n—2p, t= 2n’—bnp—q. 
Setzt man s-n=w, so ist o(z) = w'+4nw’-+12pw—4g. Berechnet man 
die Invarianten dieser Funetion vierten Grades, so findet man 


(13.) 9: = dng+12p, —g = g’+4npg+ Sp". 
Durch Elimination von.» erhält man aus diesen beiden Gleichungen die 
Itelation 

(14.) q=4pP—gp-5=Ylp). 


Die Wurzeln der Gleichung o(z) =V sind 


AN a 
(15.) e—_hn, OF area 


Durch die Substitution 


f DR 1} ( 
(16.) zz = n+ 1 
aaa, p—v 


geht o(z) in die Normalform de’— ge —g, und mithin die quadratische Co- 
variante Z,(z) in P,(o) über. Nun ist aber nach (3.) $ 10 
f(&; Y, 3) . =0,(2)0,Yy)Z.). 


wo Q,, Q;, 0, die quadratischen Covarianten von R sind, und folglich ist 
rl q 3 e 
p—t) f\®; Y, n-+ nt on q>m,Q,(@)Q,.(y)P.(e) 
oder nach (43.) $ 5 


17) | FC, y)(n(p—e)+g)’+2G(e, y)(n(p—v)+g)(p-v)+ He, y)(p-e)' 
MR = 2g(S(z, )-vR(z, +0 — 5) N”): 


Zwischen je 4 der 6 biquadratischen Covarianten 
(2—y), Fa, y), Gy), Ha, y) Ra, y), Sa, y) 


besteht demnach eine lineare Relation. Entwiekelt man nach Potenzen 
von v—p, so erhält man durch Coeffieientenvergleichung die Formel (3.) 
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und die Relationen 


(18.) F(x, y)n+G(z, y) = R(z, y)—2p(r—y 


und 


(19.) 3q9Fla, y) = Sl, „—pR(z, yY)+(pP—„sg)(r —y 


Für die in $ 7 untersuchte Function F ist nach Formel (9.) $% 


z \ 0,,(4, n) i 
(20.) n— ns -+-2ni+n;,. 
" ' A—N 
wo 
(21.) N", = 3p nn —=1 (n—3s Pp—Ss, Sn =n unp 34 n bns--Ht 


die der linearen Invariante » analogen Invarianten von @(z,y) und H(z, y 


sind *). Ebenso wie e(z) durch die Substitution (16.) in e—ger—gq 


J 
- di ? ' BE e 1 N ‚+° . 4 ’ , . mn . 
übergeht, geht o(z) durch die Substitution 3 = n- nach (3.) 87 ın 
P—tv « 
4v’— 9,0% —9;0° über, wo oe =eo(A) ist. Da nun nach (11.) $7 die Sub- 
stitution 
(22. z— u 
an: 2.5 


o(z) in o(z) verwandelt, so ist v eine lineare Funetion von ®, welehe für 
v=£&, &, & die Werthe vo =e,o, 60, e,o hat (wie man durch stetige 
Aenderung des Parameters von A=x an erkennt), und mithin ist © = vo. 


Aus den Gleichungen (20.) und (22.) ergiebt sich aber 


A—z)(3—n) = —— (z—n), 
\ m‘ / ) n / 
und folglich ist identisch 
r ( : { 0 { 
(.—n— 1 N B. En. 
p—v p—vo A—n Pp—v 
also 
92 \ BB f q \ Y o(}) > 
(Ge ) = ' Arte = O4 “ { | 
u er = In / 


Die Formel (19.) enthält die Lösung der Aufgabe, eine symmetrische 
biquadratische Funetion F(r,y) zu bestimmen, deren Determinante in Bezug 
auf y eine gegebene Funetion vierten Grades 


(24.) R(x) == Ar +4Br’ - bUr- 4Dr E 


*) Die Herren Rosanes und Pasch haben (dieses Journ. Bd. 70, S. 170) die Grössen 
ö=2n, o= —4n, und A= —8g als Invarianten gewählt. 





23% 
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ist. Durch A(x) sind R(z,y), S(z,y), 9. und g, bestimmt. In dem Aus- 
drucke (19.) ist demnach p eine willkürliche Constante und q bis auf das 
Vorzeichen durch die Gleichung (14.) bestimmt. Es giebt also eine und 
nur eine symmetrische biquadratische Form F(z, y), welche die Covariante 
R(x) und die Invarianten p und qg hat. 
Für jene Aufgabe hat Richelot folgende elegante direete Lösung an- 
gegeben: Setzt man 
u=1 —-2u=c4y, w=ay, 
so kann man F auf die Form 
F(x, y) = —22a ;uu; = (—2a,2 +2a,2—ta,,)y' 
+2(a,2°—2(a,+la,)2+a,)y+(—La,,2’+2a,2— 2a) 


bringen, wo a,;=a;, ist. Dann ist 


Ba 
R(x) = (a,r°’—2(au+ta,)2c+ a.) — (2a,2’— 2a,2+ La,,)(ta,@’—2a,c-+ 2a). 
Ist also —A,; der Üoeffieient von a,; in der Determinante ja,;|=g, so ist 
Az Au Balis D= As, E= 4, 
und 30 = 2A,+A,. Setzt man also 3p = A, — Au, 80 Ist 
C—-2p = Au, C+p= Au- 
Daher ist (vgl. Formel (43.) $ 5) 


0 1 -y(a+y) 2Y 
b 1 A B C--2p 
(25.) 3qF(e, y) = 
—l(r+y) B C+p D 
zy C—2p D E 


und weil die Determinante aus den Unterdeterminanten gleich dem Quadrate 
der ursprünglichen Determinante ist, 


‚A B C—2p ‘ 


-q=|B CHrp D |=—4p+gp+9. 
C—2p D E 


Ist g=(0, so wird diese Lösung illusorisch. In diesem Falle lässt sich 
die quadratische Form Fa, ;u,u;, deren Determinante q ist, in zwei lineare 
Factoren zerlegen, also zerfällt F in zwei bilineare Factoren und 


R(z) = (ax +2bx2-+c) 








Frobenius, Theorie der biquadratischen Formen. 


ist ein Quadrat. Nach Formel (26.) $ 12 ist daher 


2f(z,y; a’, y)f(z,y; 2’,y') 
26. F(x Q — 2 ! "; Rz „ . 
(2, 9) f(a@',y'; =',y‘) 
wo 
l a+y ay 
fa,y; &,n) = il 54n $n 
a —2 c 


ist. Aus den obigen Entwicklungen ergiebt sieh noch die Folgerung: 

V. Haben zwei äquivalente symmetrische biquadratische Formen die- 
selbe lineare Invariante n, so können sie durch cogrediente lineare Substitu- 
tionen in einander transformirt werden. 


Ist 
DTN\ r) N — e \ 1 „| \ ı % 
(27.) —1F(z, y) = (a+y)(ay+n(c+y)+3p)—g,; 
also 
(28.) R(z) = (2’—-3p)-+4g(c+n), 


so hat F die Invarianten », p, g und mithin AR die Invarianten g, und g,. 
Nach Satz III $ 13 ist daher jede (allgemeine) symmetrische biquadratische 
Form mit den Invarianten », p, q der Form (27.) äquivalent. Da die Coef- 
ficienten derselben nur von rn, p, q abhängen, so ergiebt sich daraus: 

VI. Jede Invariante einer symmetrischen biquadratischen Form ist eine 
ganze Function von n, p und q. 

Ebenso kann, da die Determinanten der Form (13.) $ 1 gleich 

Rx) = 42 —-g2—9, R,y) = y’—6sy+4ty+u 

sind, jede beliebige biquadratische Form in diese Normalform transformirt 
werden, und daraus folgt: 

VII. Jede Invariante einer biquadratischen Form ist eine ganze Func- 
tion von s, TE und u. 


S 19. 
Ueber die elliptischen Funetionen zweiten Grades. 
Zum Schluss will ich den Zusammenhang der durchgeführten Unter- 
suchung mit der Theorie der elliptischen Funetionen kurz darlegen. Ist 


z=g(u) eine elliptische Funetion zweiten Grades, so giebt es eine Üon- 


stante 2e, für welche 


a) pam. VRR) = gl 
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ist. Damit diese Constante für zwei solche Functionen (mit denselben 
Perioden) den nämlichen Werth hat, ist nothwendig und hinreichend, dass 
zwischen ihnen eine bilineare Gleichung besteht. Falls z= y(w) nicht an 
einer Stelle von der zweiten Ordnung unendlich wird, verschwindet y'(w) für 


u=0, a+w,, a+W,, eigen, wo @,, @,, @, drei incongruente halbe Perioden 
sind, und wenn (5 =R(z) ist, wo R(x) eine ganze Function vierten 


(Grades ist, so 5 Be a, = y(e+w,) die Wurzeln der Gleichung 
R=Q0. Ist 2» B. 





RR 0 o' 9 (e)—p'(2w) 
(2. 3 = —(v+2w)— Dr (Zw) = 1 ——— 
.e, ng a ) °(e) de - Hl )—p(2w) 
also 
> > r u; 1/7 \ . 
(— ) = 2 bH(2w)2°+4p (2w)z—3p(2w)+g, = o(z) 
3.) 
dz 
=pb )„-p(e+2w) =Vo(z), 
so ist «= —w, und daher sind 
ni ' 0 (yp\ 243 6 (2) 2 1 9 (w) R Ö, (2) L O, (2) L_ 0, I 
/AN N Rn  9(w) Nor an nA 
er TOR 5) „N h 
C r®. e- vw) a 200) 0,() in 0) (2w‘ Ö 2o Ir‘ 
Y(w)—e; o(w)o,(w) ) 





ı uırza ip \Inain . f Br 
die Wurzeln der Gleichung o(z) = 
Ist p(a) eine beliebige elliptische Funetion zweiten Grades, und sind 
a, v, w drei Variabeln, so besteht die Formel 


ı Pye)+Pw) , ı vw)tPYW) , , PWw)+gYe) 


m 2 p (v)—g (w) E; 3 —g(u) "Yplu)—y (bo) 





— - (-w)+- (w—u)+ (ur), 


die ich den Vorlesungen des Herrn Weierstrass entnehme. Entwickelt man 
diese Funetionen von w nach Potenzen von w—u, so ergiebt sich durch 
Vergleichung der Coeffiecienten von w—u 


EEE 
(6.) 


) Pe) = Weich. Yeti 


ET 
Ist ya)=z, py(u)=VR(x), so ist 


[3 "We, En = HR") 
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und mithin 

R(xz,y)+yYR(»)ı R(y) 
2(2--y)‘ 

wo die Zeichen der Wurzeln durch die Gleichungen 


(8.) Plu-e) = 


(4 4 


(9.) g(u)=VR(z), p(v)=YR(y) 
bestimmt sind. Durch Differentiation ergiebt sich daraus 


f \ R (x, ı R(x) -R. (z.ı )YRfı 
(10.) [@) (u—v) se 13 Y)) \ y)YR(y 


y—x)' 
Macht man die Gleichung ($.) rational, so erhält man nach Formel (35. 
$5 den Satz: 


l. Zwischen = y(u), y= y(e) und p = »(u—e) besteht die Gleichung 


11, S(z, -pR(z, Y)+(pP—-L;g)(e-y) = 0 
oder 
0 | -s(cHty TYy 
ft! | A B Ü— 2p 
12) r 
| -3(e+y) B CH D 
zu Ce» D E 


Diese Gleichung ist demnach die allgemeine Integralgleichung der 
Differentialgleichung 
13) dr dy 
(13.) — = ——— 
YR(«) YR(y) 
mit der willkürlichen Uonstante p. 
Ist 2 die Summe der beiden Werthe, für welche (a) unendlich 
wird, so erhält man aus den Gleichungen (8.) und (10.), indem man ® durch 
2«—v ersetzt, nach (1.) 


ü R(x,y)—yR(x)yR(y) 
o(u+e— 2a) De | ) Ben. 





; 2(2—y)‘ 
(14.) 
. R.(z,y)YR(x)—R, (x, y)yR(y) 
o(u+v—2a) = al? 4) Ze TR - 1 
y (y— x) 
und daher 
R(z, y) = (z-y)(p(u—e)+p(u+rr—2e)), 
Er / Ä BE 0 Fe \2 fa_ N... ER 
(15.) YR(z)YR(y) = (2-y)(plu-v)—p(utv—2a)), 
2R,(z, y)YR(z) = (y-a)(p(u—v)+p(u+r—2e)) 
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und 
S(z, y) = (e-y)(plu—e)plutv—2a)+5g.), 
(16.) Ta, y) = Ky-a)’p(u—o)p(u+r—2e), 


0,2, y) = (@-N)Z-(u-0) " (u+0—20). 

Die vorletzte Formel ergiebt sich mit Hülfe der aus (34.) $5 folgenden 
Gleichung R,R(x)—-R;,R(y) = (—y)’(R(z)S(y)—R(y)S(z)). Die letzte 
Formel findet man bis auf das Zeichen aus der Gleichung (19.) $ 5 

Ola, y) 
(2--y) 





= plu—v)p(ua+r—2a)—e,(plu—v)+plu+v—2e))+e; 
= (p(u—-v)—e,)(p(u+v—20)—e,). 
Um das Zeichen zu bestimmen, setze ich in den obigen Formeln x =y. 
Dann ergiebt sich 
= | SC) = R(a)p(2u—2e), rt 
| 0,02) = VR(e) " (2u-20). 


Da YR(z) = pa) = p"(a)(u—a)+--- ist, so geht die letzte Formel, wenn 
man u=a, 2=g(e)=a Setzt, in Ra 2y9"(e) über. Nach Gleichung 
(7.) ist daher das Zeichen richtig bestimmt. Ist z.B. (uw) = Yp(u), so ist 
nach (42.) $ 5 

(2u) 
as = (p(u)- -e&,) — (6; Fr e,)(&— —e,) PN de P,(p(u)), 


(18) Zu; a er 7). a ep) -e)—(&—e,)(e—E,) 
= —P,(plu), Po). 


Die Formeln, in welche die entwickelten Relationen für den Fall 
p(u) = (u) übergehen, erhält man am einfachsten auf folgendem Wege: 
Bestimmt man x und A so, dass die Funetion G(H)—zp(&)—4 der Variabeln 
Ss für die beiden Werthe 5=u und » verschwindet, so verschwindet sie 
auch für S=w, falls 

(19.) utvr+w = 
ist. Daher verschwindet 47’ — 97 —g,—(zn-+4) für n=p(u), 9(v) und »(w), 
und mithin ist 
ung ın—pla))n—plo))n—plw)) = (en+h)'. 

Folglich verschwindet die Determinante dieser quadratischen Function von 7 
Bremen Hure) +4)" 
Ip) +pE)+ pw) PW)pL)Pw)—ig) = 0. 





(20.) 
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Ördnet man nach Potenzen von z=g(w), so erhält man 


(Pa) EP) t+FE))LPWRLEe) 39) -9)2 

+ ++) = 0. 
Da die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung @(u+v) und @(u—e) sind, 
so erhält man daraus die Formeln (15.) und (16.) für die Summe und das 
Produet dieser beiden Ausdrücke. 

Zwischen je zwei elliptischen Funetionen zweiten Grades mit den- 
selben Perioden, 2= ya) und y= w(a), besteht eine biquadratische Grlei- 
chung F(z,y)=0. Ich setze voraus, dass zwischen x und y keine bilineare 
Gleichung besteht. Ist also den Gleichungen (1.) analog 


(21.) w(2P—u) = wu), w(2P—u) = — wu). 
so ist 
(22.) 20a—29 = 2w 


keine Periode. Da die Funetionen w2a—a)—ıw(u) und y'(w) beide für die 
vier Werthe verschwinden, für welche 2u = 2« ist, so wird der Quotient 
pa): (w(2a—u)—ıy(u)) nur an den beiden Stellen #, und x, = 2e— u, un- 
endlich, an denen es y(w) wird, aber von der zweiten Ordnung, und in seinen 
Entwicklungen nach Potenzen von a—w, und #—u, haben (u—«,) und 
(u—a,) “ gleiche Coefficienten. Soleher Functionen giebt es aber nur drei 
linear unabhängige. Auf diesem Wege erhält man drei Gleichungen von 
der Form 


2p'(u) pe 
v(2a—u)— (u) = Ar+2Br+t, 
 . I ae 
(23.) EIN) _ 14 2Be+l", 


v(2@—u)— (u) 
2p (u)w(2a—u)ıw(u) | a 2. 
| v(2a—u)—ıy(u) = Ar+2BbBcaH, 


und dasselbe gilt auch für den Fall, wo «, und x, zusammenfallen. Daraus 





ergiebt sich F(z,y)=0 und F;,(z, y) = —y(u), also, weil 
F\(2, y)y(W)+F:(e, y)w(u) = 0 
ist, 
fr A) dy N . \ dx I 
a) Ra,)=- ty, Ba, W=-.=-pW 
und mithin 
ar d.ı / dy / 7 
(25.) rim YR(x), el R,(y). 


Da die Summe der beiden Werthe, für welche 2’ = p(u+w) unendlich wird, 
gleich 2% ist, so besteht zwischen x’ und y eine bilineare Gleichung, und 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 2. 24 
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da auch = —=YR(«') ist, so ist damit (direct aus der T'heorie der ellipti- 
schen Funetionen) dargethan, dass R(x) und R,(y) gleiche Invarianten haben. 
Die Invarianten 9, und g, der Funetion vierten Grades R(x), welche gleich 
dem Quadrate der Ableitung einer elliptischen Function zweiten Grades 
2 = g(u) ist, hängen also nur von den Perioden von gp(u) ab, sind aber 
von der Wahl dieser Funetion selbst unabhängig. 

Sind 2=g(u) und y= w(u) gegeben, so ist die Function F(x, y) nur 
bis auf einen constanten Factor genau bestimmt. Ich setze im Folgenden 
immer voraus, dieser Factor sei so gewählt, dass die Gleichungen (24.) be- 
stehen. Nach Gleichung (1.) und (21.) sind y=w(u) und y = w(2a—u) 
die beiden Wurzeln der Gleiehung F(g(u), y) =0 und z = (u) und 
x» = g(2P—u) die der Gleichung F(x, w(u))=0. Daher ist b= w(P) eine 
Wurzel der Gleichung A,(y)=0 und « = (Pf) die Doppelwurzel der Glei- 
ehung F(x,b)=0. Nach Formel (9.) und (10.) $ 10 sind aber 
EL rn A 
— 5,Q@,b°’ "7 Fla',b) 
die Invarianten von F(x,y). >Metzt man daher in den Gleichungen (17.) 
«a=fP, 2=a, so erhält man 

(26.) s=p(2w), t=p(2w). 
Nach $ 9 giebt es vier Funetionen F(x, y), welche die Covarianten R(x) 
und R,(y) und die Invarianten s und £ haben. Ist 2=g(u), so verschwinden 
die drei von F(z, y) verschiedenen Functionen für je eine der drei Func- 
tionen y = w(u+w;), für welche 25 denselben Werth hat wie für w(a). 


$ 


u 


2.0 ' dz | 
Ist z die Funetion (2.), also .- Yo(z), und setzt man 
dz ) S: 3 a 
s_s=0 EZ; HR 
dv 8), dv (3) 
so sind s und £ nach (5.) und (6.) $ 7 die Invarianten der durch die Glei- 
chung 


a dz ; 

(27.) de F(z, Y) Bu f(®; Y; 2) 
definirten Funetion F, und nach (17.) ist 

(28.) s=p92&r+20), t=p(20+2W). 


Da ausserdem F die Covarianten R(x) und R,(y) hat, und da die Grösse 
(22.) in 20+2w übergeht, wenn man w(a) durch w(u+v) ersetzt, so wird 
die Gleichung F(z, w(u+v)) = 0 durch y(w) oder eine der drei Funetionen 
s(ua+o,) erfüllt. Da sie aber für o=0 durch z= (u) befriedigt wird, 
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so muss ihr, wie Stetigkeitsbetrachtungen zeigen, immer die Funetion p(w 
genügen. Differentiirt man die Gleichung f(z,y, 2) =0 nach ®, so erhält 


mes 
De De A N 


man Demnach ergiebt sich der Satz: 


öy Oo ' O2 ©r 
ll. Besteht zwischen 2 = y(u) und y = w(u) die Gleichung F(x, y) =), 
\ , . OF dy oF dr 
und wird der constante Factor von F so gewählt, dass = 2 Fr :—2 
OX du’ oy du 
ist, so besteht zwischen 
! ! 
N Ö N 0 OO , 
En Fu 2 hl I a) ia fa Bu RP u bi. 
z= pa), y=ylıro, 3=—ler2w)— (e)- (Zu 
die Gleichung f(xz,y,2) = U, und es ist 
a ER TE eK 
s Or ou Ov oy ou OD 02 ou ou 


In weniger bestimmter Fassung lautet dieser Satz: 
III. Ist die unzerlegbare biquadratische Gleichung 
(Ar’+2Bze+C)y+2(Ar+2Bc+C)y+(A'2+2B’c+l0") = 0 
ein particuläres Integral der Differentialgleichung 
dx e dy 


YRe@)  yYR(y)' 
so ist 


0 1 — TC — cy 

1 A b A B-+4 
#2: B Ü B-ı C — (0) 
-—y 4A B—ı 4 b' 

ay B+u e Bb' er 


ihr allgemeines Integral. 
Um diese Theorie an einem Beispiel zu erläutern, sei 
9 (u)—p'(2w) 


nu k \ zu l . 
A (u), Y = 2 @(u)- p(2w) 


Dann ist «=0, ?=—w, ferner 
(u e ! —[ e z’+rs+s’—1g 
7) =s—z, vlu)+w(—u) = i w(u) w(— u) = Kan 19 
v(—u)—w(u) BR > Top s— x PRWw Te s—xr 
. . s / ‘ » \ 
und mithin (vgl. (13.) $ 1) 
(30.) F(z, y) = 2(s-z)y’—2ty+2r2°+2sc+2s’—1g,. 


Ist w(a) = yp(u+w), also w(2e—u) = yp(u—w), so ist F(r, y) symme- 
trisch, und umgekehrt, wenn F(x, y) 


) symmetrisch ist, so ergiebt sich aus 
der Differentialgleichung (13.), dass w(#) =gy(u+w) ist. Die durch diese 
Gleichung bestimmte Grösse «wo ist eine von den vier, um halbe Perioden 
verschiedenen Grössen, die der Bedingung 2» = 20 —2P7 „enüren. Setzt 
man u+w=—ov und vergleicht die Formel (11.) mit der Formel (19.) $ 14, 


-) | “ 
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so erkennt man, dass p=g(w) ist. Differentiirt man die Gleichung (14.) 


$ 14, so erhält man nach (13.) $ 14 Fr — —2n. Daher ist 
(3 1 .) Ne 9w g' w). ke BR’ Aue] 
\ p $ \ ) q $ ( ) ) p'(w) 


Denn hätte q, also auch » dassentgegengesetzte Zeichen, so wäre » nach 
Formel (4.) keine Wurzel der Gleichung o(z) =. 

Ist z.B. = plu), y=p(u+w)=g(o), so ist nach Gleichung (20.) 
a9, af, y) = (aytplaet+ +4) —Krtytp)(pey—19) 
(32.) a +1 ? 2 

= (e-P)y-P-p+4E)—-g(a+y+p). 
Die Gleichungen (24.) sind mittelst (8.) leicht zu bestätigen. 
Sind «, e, w unabhängige Variabeln, so verschwindet die linke Seite 
der Gleichung (20.), wenn utetw=0 ist. Daher ist sie gleich 
(33, o(u+v+w)oh—v— w)o(—u+rr— w)o(—u—v+W) 
a o(u)'o(v)'o(w)‘ ’ 
Nun ist aber 
(34 | -20(u+e+w+r)o(@w— ev —w+r)o(-—u+P—w-+r)o(—u—v-+wH--r) 
IL = 0(2u)0(r)o(2w)o(2r)+ Em; o,(2u)0,(2v)o,(2w)o,(2r) 


und mithin für r = 0 
3 | —-20(u+v+w)o(w—e—w)o(—-u+rr—w)o(—u—v+tw) 
(99.) | 
a = >m,0,(2u)0,(2v)o,(2w). 
Folglich ist 
0,(2u)o,(2r)o,(2w) 
o(u)'o(v)'o(2w) 


Entwiekelt man diese Gleichung nach Potenzen von », so erhält man durch 


Vergleichung der Coeffieienten von w' 
0,(2u)o,(2v) 


o(u)'o(v)* 


—2(c-y) = Im, 
Nach Formel (18.) ist daher 
F(z, y)+2u(z—y) = EmP;(@)P,y)( (2w)—u). 
Demnach verschwindet die Determinante (6.) $ 14 für die drei Werthe 2 (2w), 
und mithin ist 
(36.) 2 An + —Bs)u+t = 21 (u— "-(2w))- 


Da man nun jede unzerlegbare biquadratische Form in die Form (32.) trans- 
formiren kann (indem man R(x) und A,(y) auf die Normalform bringt), so 
sind damit die Formeln (26.) und (31.) aufs neue bewiesen. 








Zur Theorie der eindeutigen Functionen. 
(Von Herrn P. Stäckel.) 


Bexanntlieh werden die rationalen ganzen Funetionen R(x) der com- 
plexen Veränderlichen z, welche an » gegebenen Stellen a, (v=1,2,...n 
in den A, ersten Gliedern ihrer Entwickelung nach Potenzen von 2—a, 
übereinstimmen mit gegebenen ganzen Functionen y,(z) vom Grade h,—1. 
dargestellt durch den Ausdruck: 

Re) = 29,(0)0,.,+9) I (e-a,)”. 
Hierin sind die d,,, als ganze Functionen von x dadurch vollständig be- 
stimmt, dass Ö,,, an der Stelle a, den Werth 1 annimmt und an den Stellen 
a, (ur) von der Ordnung Ah, verschwindet. Die g,(z) sind ganze Fune- 
tionen des Grades A,—1l von x, nämlich die h, ersten Glieder der Entwieke- 
lung von y,(#):0d,., nach Potenzen von x -a,. Endlich bedeutet g(z) irgend 
eine rationale ganze Function von x. 

Für transcendente ganze Funetionen gilt ein entsprechender Satz, 
der sich folgendermassen formuliren lässt. Gegeben sei eine Reihe von 
Stellen im Gebiete der unbeschränkt veränderlichen complexen Variabeln 
z:a, (v=1,2,... »), welche fähig sind, Nullstellen einer transcendenten 
ganzen Function zu sein. Man darf dann von vornherein annehmen, dass 


a,i<la,,,, lma,=x 


ist. Gregeben sei ferner eine Reihe rationaler ganzer Functionen von 2:y,(x 
vom Grade h,—1, wobei alle %, kleiner als eine ganze Zahl A sind. Dann 
werden alle transcendenten ganzen Functionen T(x), deren Entwiekelungen 
nach Potenzen der c—a, in den h, ersten Gliedern übereinstimmen mit den 
Funetionen 7,(x), dargestellt durch den Ausdruck: 
Ta) = &g,(@)0.. +9) We). 

Hierin bedeutet g(x) irgend eine ganze transcendente Function von x, W(x) 
eine solche, welche die Stellen a, zu Nullstellen k,ter Ordnung hat. Die 
Ö,., sind transcendente ganze Functionen von = von der Beschaffenheit, 
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dass d,, an der Stelle «, den Werth 1 annimmt und an den Stellen a,(v> u) 


von der Ordnung h, verschwindet. Die g,(x) endlich sind ganze Funectionen 
des Grades h,—1l von x, nämlich die h, ersten Glieder der Entwickelung von 
y,(2):0d,., nach Potenzen von 2—a,. 
Dass ganze transcendente Funectionen existiren, welche an den Stellen 
a, die verlangten Entwickelungen ergeben, erhellt unmittelbar aus einem 
bekannten Theorem von Herrn @. Mittag-Leffler (Berichte der Akademie 
der Wissenschaften zu Stockholm aus dem Jahre 1877) *). Dieses T'heorem 
besagt, dass es stets eindeutige analytische Funetionen,f(z) mit der einen 
wesentlich singwlären Stelle = x giebt, welche an den ausserwesentlich 
singulären Stellen a, unendlich werden wie gegebene rationale Functionen: 
f,(®) 6% SUR t 
(2—a,)’ 
Dabei sind die g,(z) rationale ganze Functionen vom Grade h,—1l. Es 
lässt sich nämlich zeigen, „dass sich aus den gegebenen Functionen: 
fı(@), R(@), h(@), 
eine Reihe anderer rationaler Funetionen: 
F,(2), Fı(z), F;(e), 
dergestalt ableiten lässt, dass jede der Differenzen: 
F(@)-fi(e), Fla)-fRle), PFla)-h), 
eine ganze Function von z oder eine Constante ist, und zugleich die un- 
endliche Reihe: 
EF,(@) 
v1 
innerhalb jedes Bereiches, der keine der Stellen a, @, a,, ... enthält, 
gleichmässig convergirt.“ (Weierstrass, Monatsberichte der Kgl. Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin vom August 1880.) 
Setzt man jetzt g,(x) gleich den Ah, ersten Gliedern der Entwicekelung von 
re a,)” 
W(x) 
nach Potenzen von z—a,, so folgt aus dem Mittag-Lefflerschen T'heorem, 


dass die Reihe 
W(=) 
h, 
—4,) L 
*) Dass in besonderen Fällen solche Functionen existiren, folgt aus einer Bemerkung 


von Herrn Hermite (dieses Journal, Bd. 84, 1575, S. 72), welche Herr Bendirson (Comptes 
rendus, t. 101, 1885) weiter ausgeführt hat. 


= | \h, N Fe 
‚Ir (@) +(@—a,) (F,(x) —f, (€))) (x 
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ür jeden endlichen Bereich der Variablen z gleichmässig convergirt und 
für jeden endlichen Bereich der Variablen x gleichmässig convergirt und 
eine transcendente ganze Function darstellt, deren Entwiekelungen nach Po- 
tenzen der z—a, in den A, ersten Gliedern übereinstimmen mit den ge- 
»(ı > F) y » 1 B Ay f, 
sebenen Funetionen y,(®). 
Vergleicht man nunmehr diesen Ausdruck mit der früheren Darstellung: 
” \ 0 r N 
Ur) = 29,(@)d..,rg9(e)Wle), 
v2 
so ergiebt sich, dass man zwar 
W(x | 
(=) —d 
‚(h,) h 
n (a,)(2—a,)’ 
h,) . . \\ > 
(W (x) bedeutet die h,te Ableitung von W(x)) setzen darf, dass aber 
dann dieses d,, nicht mit der früher definirten Funetion q,(z) vom (Grade 
2,0, 


r.a 


h,—1, sondern mit der ganzen Funetion höheren Grades: 
9,.(@)+(@—a,)"(F,(@)-/,(2))!} W” (a,) 
multiplieirt ist. 

Die Analogie mit den rationalen ganzen Funetionen lässt sich aber 
aufrecht erhalten, wenn man die durch das Mittag-Lefflersche "T'heorem de- 
finirten Funetionen in anderer Weise darstellt *)., Während der eben be- 
trachtete Ausdruck für f(x) eine Summe rationaler Funetionen ist, von denen 
jede nur an einer Stelle unendlich wird, schreitet die Darstellung, welche 
hier gegeben werden soll, fort nach eindeutigen Functionen von z, welche 
die gemeinschaftliche wesentlich singuläre Stelle 3 = ® und ausserdem nur 
eine ausserwesentlich singuläre Stelle haben. 

Bildet man den Ausdruck 


} 


u l— 39 
>> f,(&) e u . 
yon 


so überzeugt man sich leicht, dass er erstens formal eine eindeutige Func- 
tion darstellt, welche genau den Bedingungen für f(x) genügt, und zweitens, 
wenn die Constanten «, hinreichend grosse positive Werthe erhalten, für 
jeden endlichen Bereich, der die Stellen a, nicht enthält, gleichmässig con- 
vergirt. Es lässt sich nämlich stets eine (von der Grösse der Zahl A ab- 
hängige) ganze Zahl k angeben von der Beschaffenheit, dass der reelle 


r . E c N, nn N m . .,. \ yo 
Theil von (1-— 2 ) für |e|<- a,A' eine positive untere Grenze hat. Nimmt 


*) Eine Darstellung von T(z), die dieser Forderung entspricht, hat für den einfachen 
Fall, dass alle A, den Werth 1 haben, Herr Cazzaniga (Brioschis Annalen (2) Il. S. 27% 
gegeben. Sein Verfahren lässt sich jedoch auf den hier betrachteten allgemeineren Fall 
nicht anwenden. 
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man daher eine Reihe positiver Grössen e, so an, dass ihre Summe einen 
endlichen Werth hat, so bestehen bei hinreichend grossen positiven Werthen 
der #, die Ungleichheiten: 
(2) 
f,(@)e i 
aus denen die behauptete Convergenz sofort hervorgeht. 
Definirt man daher die Funetionen d,,, durch: 





<e, für |e|<a,h", 


so ist die Summe 


> g,(&) wr (a,)d,, 
yını v 


für jeden endlichen Bereich gleichmässig convergent und stellt nach der 
Definition der g,(x) eine transcendente ganze Function dar, deren Ent- 
wickelungen nach Potenzen der c—a, in den h, ersten Gliedern mit den 
gegebenen Functionen yY,(x) übereinstimmen. Setzt man endlich 


(h,) 

9,(2) = 9,(2)W” (a,), 
so erkennt man leicht, dass wirklich g,(x) gleich den A, ersten Gliedern 
der Entwiekelung von y,(2):d,., nach Potenzen von z—a, ist. 


Um die Function T(z) in der Form 
Ta) = £9,@)0..,+9@) We) 


darzustellen, hat man also zuerst die Function W(x) zu bilden und die 
ersten 2, Glieder ihrer Entwickelung nach Potenzen von z—a, herzustellen. 
Dann sind die Funetionen g,(z) als die h, ersten Glieder der Entwickelung von 
7,2)" W" (m) 
W(z) 
nach Potenzen von z—a, bestimmt. Jetzt hat man nur noch die positiven 
Constanten a, in der oben angegebenen Weise zu fixiren, um die Functionen 
d,., und damit die gewünschte Darstellung zu erhalten. 














Ueber eine Formel für empirische Zahlenreihen, 
insbesondere zum Ersatz 
der Sterbe- und Invaliditäts-Tafeln. 


(Von Herrn Eduard Selling in Würzburg. 


Bei der Benutzung rationaler Funetionen oder Fowrierscher Reihen 
zur Darstellung empirischer Zahlenreihen ist die Anzahl der nöthigen Glie- 
der nur um 1 kleiner als die Anzahl der gegebenen Werthenpaare der 
Grundvariablen und der Function, sie kann jedoch auf die Hälfte jener 
Anzahl in der Function 

y= au+be'-+cw 


j 


der Variablen x gebracht werden, da die » Werthenpaare a und a, 5 und 
ev. e und » u.s. w. so bestimmt werden können, dass y für 2» Werthe «,, 


%,, I, 7, ... von x die als zugehörig gegebenen Werthe Yu. Yı. Ya: Y3: --- 
annimmt. Es soll hier nur der Fall behandelt werden, dass die Werthe 
Ti; 2 2a, 2, ».. In gleichen Intervallen auf einander folgen, und sollen 
zunächst 0, 1, 2, 3, ... als diese Werthe angenommen werden. Für andere 
Werthe von » bleibt Alles so völlig analog dem hier für »=3 Durchge- 
führten, dass es nicht einmal ausgesprochen zu werden bedarf. 


Die Elimination von a, b, e aus den sechs Gleichungen 


(1.) y,.= au- bv’ +cw* (x 5) 
ergiebt, wenn 
(2.) A=u+r+uw, B=vwtwutw, C=ww 


gesetzt wird, die drei Gleichungen 
y—Ay+By—Cy = 0, 
(3.) y.—Ays+By.—Cy = 0, 





y;— Ay, By,—Cy; =, 
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also zusammen mit der Gleichung 
(4.) a — Au +Bu—C = 0 
die Gleichung 
Aa en 
u y; 9: Yı Yu 
YA % 9 Yı 
y% % 9% 9 
welche wie (4.) auch für e und w statt « gilt. 
Die drei ersten der Gleichungen (1.) ergeben dann 
6 a — 4 ete)y towy, 
Br (u—v)(u—w) 
und analoge Ausdrücke für b und e. 
Sind zwei Wurzeln der Gleichung (5.) conjugirt imaginär, oe = re”, 
en —=re”, b=g+hi, ce=g-hi, so wird bv’+cw” = 2%(geosIr— hsin 9x) .r”; 
es kann also bei geraden Werthen von z sich für y auch eine Fouriersche 
eihe ergeben. Für den Fall @e=er, also »=v+e und den Grenzwerth 
e=(, wird bo’+cw” = — 9, +20y, rulı =20%, "1 y,—(uto)y, tury, ae, 
(v—u) v—u 
Im Falle von 3 oder, wenn » grösser ist, von 4, 5, ... gleichen Wurzeln 
können ebenso Glieder mit den Faetoren x’, x’, x, .... erscheinen, es können 
also auch rationale ganze Funetionen als specielle Fälle auftreten. 
Wenn die Differenzenbildung zwischen y., %., Y, . .. zu minderziffrigen 
Zahlen führt, empfiehlt sich eine Umgestaltung der Gleichung (5.) in 


1 u u u 


Yo Yı Y: Y; 

ee 

a m mm 

worin I, = Yo Ys Sl = IF, Ist, oder, wenn man ferner v=1-+« 
und = I", — I" u. s. w. setzt und die Indices 0 in den Differenzen- 
zeichen weelässt, sodass 


u 


l 


0, 


- 
e =... u Se 
u = 1 + | “ 7 193 0 — rl, 
* x»(#&—1) u | (») 
A + 5 A 4.449), 


“id 
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u. 8. w. ist, in 


1 & 1 Pu 


I Mg 
(8.) A A gq" gg" =WV. 


q! gg" gg" A‘ 


Die Gleichung (6.) giebt dazu, wenn man # = 1+9, w = 1+y setzt. sodass 
auch 3 und y anstatt @ der Gleichung (8.) genügen, 


(9 \ a A"—(B+r)d+Pry, 
ah («—P)(@—7) 


ebenen An- 


Die Darstellung der zunächst nur durch "Tafeln *) geg 
zahlen Z, der Lebenden der verschiedenen Altersjahre x durch die Funetion 
y gewährt den Vortheil, dass aus ihr durch Multiplieation von «, e, w mit 
dem Discontirungsfactor p sofort die Werthe Z,p’ entstehen, dass beim Üeber- 
gang zu verbundenen Leben sich die Form der Funetion nieht ändert, und 
dass alle zur Bildung von Ikentenwerthen nöthigen Summirungen oder auch 
entsprechenden Integrationen in geschlossener höchst einfacher Form dureh 
sie möglich sind. 

Im Uebrigen hängt die Naturgemässheit der Function davon ab, ob 
nach Bestimmung der Constanten durch die gleiche Anzahl von Werthen- 
paaren der x und y auch für die benachbarten Werthe von x, insbesondere 
die Zwischenwerthe, eine genügende Uebereinstimmung stattfindet, wobei 
freilich zu bemerken ist, dass alle bekannten unausgeglichenen Tafeln grosse 
sicher nicht dem wahren Gesetz, sondern fremdartigen Zufälliekeiten zuzu- 
schreibende Unregelmässigkeiten zeigen, die Ausgleichungen aber auf Me- 
thoden beruhen, welche nicht weniger willkürlich sind, als die Aufstellung 
der angegebenen Formel, solange diese nur für Zwischenwerthe benutzt wird 
und die Wurzeln aus «, ev, w, auch wenn diese nicht reell positiv sind, ge- 
eignet gewählt werden. Immer aber wird es sich nur um eine mehr oder we- 
niger geeignete Interpolationsformel handeln können, und scheint die Möglich- 
keit eines Analogons zu einfachen physikalischen Gesetzen durch die Mannig- 
faltigkeit der Ursachen ausgeschlossen, welche beträchtlichen Einfluss auf die 
Absterbeordnungen haben. Wenn Formeln mit so wenig Constanten wie die 


*) siehe z. B. dieses Journal Bd. 16 8.58. 
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von Gompertz *) und Makeham**) wirklich einer Tafel entsprechen, so müssen 
sie bei anderen versagen. Für kürzere Strecken, die ersten Kindesalter, 


zeigen sich allerdings überraschende Uebereinstimmungen mit einfachen 


oO’ 
ie) 
“R#\ bei den höchsten Greisenaltern ist dies vielleieht nur durch 


7 % 


die Kleinheit und Unsicherheit des Beobachtungsmaterials gehindert, aber 


Formeln 


mit der ohnehin keine theoretische Bedeutung besitzenden Erweiterung sol- 
cher Formeln zum Miteinschluss der mittleren Altersjahre 7) geht auch der 
praktische Werth derselben verloren, nicht nur wegen der dann unvermeid- 
lichen Complieirtheit, sondern auch weil bei den Versicherungsanstalten 
selten die gleichen statutarischen Bestimmungen für die in den Kinderjahren 
stehenden zu versorgenden und die in den mittleren Jahren stehenden Ver- 
sorger gelten. Selbst für die Greisenalter, in welchen keine Neuaufnahmen 
mehr stattfinden, sind die Bedürfnisse der Anstalten wieder andere. Für die 
Alter 65, 69, ... 85 treten in Formel (1.) die erwähnten Kreisfunetionen 
auf, für die Kinderzeit empfiehlt sich bei Erstreekung bis 0 die Zuziehung 
eines vierten Gliedes, welches jedoch rasch verschwindend klein wird. Die 
folgenden Beispiele beziehen sich nur auf die mittleren Alter. 

I. In der deutschen Sterbetafel, männliches Geschlecht, aus 1871/72 
bis 1880/81 (Monatshefte zur Statistik des deutschen Reichs, Nov. 1887) 
nahm ich als y, bis y, die nach Division durch 100 und Weglassen der 
Deeimalstellen sieh für die Alter 65, 57, 49, 41, 33, 25 ergebenden Zahlen 
lu, I-, ..., nämlich 248, 345, 421, 481, 529, 569. Die Gleichung (8.) giebt 


1 or er or 
PET nl.» ET RE DLR WRREE SUR RR TORTEN. 
dann r 0 0, das ist 8-697« — 27800 +6730’ = 0, 
yı °—2l a —1 
— 21 bb —1l 1 
und mit hinreichender Näherung « = 0,011608885; % = —0,235178585; 


y = 43543275, also nach (9.) und mittels der achten Wurzeln aus 1-+e, 
1+P und 1-+7 


Ls_,. = 629,3763.1,0014438°— 381,3767.0,9670412°-+0,00046064.1,2361997”, 


“”) y=x.gC”), Philos. Trans. of the R. Soc. of London for 1825. 
**) y— x,8”,90”, Journal of the Institute of Actuaries. Jan. 1860. 


J 
“=, siehe z. B. @auss, Briefwechsel mit Schumacher, Bd. V, S. 325: y = 1—Aya. 
+") siehe z. B. Moser, die Gesetze der Lebensdauer, Berlin 1839: 

u 17 5 33 
4 


y= 1-ar' +br!— cr! —dre*' +er 
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Für die Zwischenalter 61, 53, ... 29, für welehe nur Quadratwurzeln statt 
der achten Wurzeln nöthig waren, ergiebt die Formel 
299,49, 385,28, 452,74, 506,25, »49,68 
gegenüber den 'Tafelwerthen | 
299.35, 384,97, 452,72, 506,56, 549,51, 
also geringere Abweichungen als sie in den sechs Grundzahlen durch das 
Weglassen der Decimalstellen herbeigeführt wurden. Für die über das be- 
handelte Intervall hinausgehenden Alter 73. 69 und 21, 17 giebt die Formel 
123,51, 189,67 und 588,03 609,03 
anstatt der 'T’afelwerthe 
134,68, 191,89 und 588,43, 603,83, 
sie dürfte also von 20 bis 66 zulässig sein. 

ll. Zur Darstellung von Z,,,, = au’”+bv’+cw’” nach der unausge- 
slichenen Tafel MI der 23 deutschen Lebensversicherungsgesellschaften * 
nahm ich. um schon bei der ersten Näherung den zufälligen Abweichungen 
der einzelnen Jahre weniger Einfluss zu gewähren, sogleich sechs Summen 
von je acht Jahrgängen, nämlich (wieder mit Weglassen der zwei letzten 


Zittern) 


| 1l—u” 5, 1—u’ „,_ 1— we u 
L214s: T Lay»: Ben H basis. = 0 u +b: m: mw. 
u u I—u 1—v l|— 
, > “ A ang” 1 —pv’ 1—ıv 4 
woraus sieh »°. ee’. w” und «a: ne 1 . ebenso finden 
1— u 1—ov 1—w 


lassen wie a, ve, w, a, b, ce aus D und 6. Das Resultat ergiebt in einer mit 

dem vorigen Beispiel leichter vergleichbaren Form 

ls. = 93,85216.1,00235066” — 46,87605.0,.9563244 
+0,00000000006 1963. 1.588606 13”, 


Ma 


es reichen also hier auf eine weite Streeke schon zwei Glieder statt dreier hin. 

III. Die Formel eignet sich nieht minder für die zur Berechnung 
der Arbeitsfähigkeits- und Invaliditätsrenten als für die zu den Leib-, Alters- 
und Ueberlebensrenten nöthigen Zahlen. So erhielt ieh nach den schon 
discontirten, wie bisher abgerundeten, für die Alter 65, 57, ... 25 gelten- 
den Zahlen 21, 56, 105, 170, 257, 375 der Arbeitsfähigen A, bei Spitzer 
(Anleitung zur Berechnung der Leibrenten und Anwartschaften ete. Wien 
1881 S. 146), entnommen den Erfahrungen der deutschen Eisenbahnver- 


*) Deutsche Sterblichkeitstafeln, Berlin, Mittler, 1583: S. 102. 
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waltungen, 
HP, A._, = 76,746735.1,0446324° 
—61,9335.0,97896877”+ 6,1867 .0,8303206*. 
Fiir die Zwischenalter 61, 53, 45, 37, 29 ergiebt diese Formel 
36,612, 78,75, 135.194, 210,567 311,435 
anstatt der 'T’afelwerthe 
36,43. 78,96, 135,038, 209,935, 311,465. 
An den so gefundenen Uonstanten können zu noch genauerer Nähe- 
rung, beziehungsweise besserer Ausgleichung noch Correctionen angebracht 
werden, welche die Summe der, je nach dem Zweck mit geeigneten Ge- 


wichten zu nehmenden, Quadrate der Abweichungen zu einem Minimum 
machen. 








Ueber die charakteristischen Gleichungen 
symmetrischer ebener Flächen 

und die zugehörigen Abelschen Functionen. 

(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


\ enn man sich von der Ebene der eomplexen Grösse .r irgend 
ein zusammenhängendes Gebiet @ abgesondert denkt, so existiren Funetionen 
K(z), die in einer bestimmten Beziehung zu ihm stehen und Funetionen der 
Fläche G genannt werden können. Sie sind eindeutie im Innern und reell 
an der Grenze des (zsebiets. Ferner verhalten sie sich im Innern von @ 
überall wie rationale: d. h., sie gestatten dieselbe Art der Potenzentwicke- 
lung wie rationale. Das gilt im Allgemeinen auch für die Punkte der 
(Grenze, nämlich für alle, in denen die (renzlinie selbst reeulär verläuft. 
Dieser Ausdruck ist in dem Sinne zu nehmen: regulär heisst eine Linie 
in einem ihrer Punkte, wenn sie für eine Strecke, die diesen Punkt enthält, 
dadurch dargestellt werden kann, dass man die complexe Grösse r einer 
regulären Funetion von einer reellen Veränderlichen, mit nicht verschwin- 
dender Ableitung, gleichsetzt. Wird die Grenze von @ gebildet durch ein 
oder mehrere Polygone, deren Seiten T'heile von Geraden, Kreisen, Ellipsen 
oder andern Curven sind, so verliert in den Eckpunkten dieser Polygone 
die Grenze ihren regulären Charakter, und auch die Funetionen K(x) hören 
an diesen Stellen im Allgemeinen auf, sich wie rationale zu verhalten. Man 
hat erst für jeden solchen singulären oder Eekpunkt eine Hülfsgrösse 
= f(x) einzuführen, durch welche die der Fläche @ angehörige Umgebung 
des Punktes conform abgebildet wird in einen Theil der Ebene &, und zwar 


{m 
> 


so, dass die Grenze dieses transformirten Gebiets nun bei dem entsprechen- 
den Punkte &, regulär wird. An die Stelle der Potenzreihe von r—.r,, für 
K(z) tritt dann eine solche von S—$,. Wenn von vornherein diese Art der 
Entwickelung festgestellt wird, so hat es einen bestimmten Sinn, wenn wir 
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sagen: K(x) wird an einer Stelle im Innern oder auf der Grenze von @ 
unendlich gross von der Ordnung n. 

Diese Funetionen der Fläche bilden eine Klasse, da Summe, Diffe- 
renz, Produet und Quotient zweier wieder Funetionen der Fläche sind. Aus 
ihnen lassen sich auf mannichfache Art zwei, p und g, so auswählen, dass 
alle übrigen rationale Functionen von p und q werden. Zwischen p und q 
besteht dann eine algebraische Gleichung mit reellen Coeffieienten. Die- 
selbe ist vom Range o, und ihre Curve besteht aus o-+1 getrennten Linien, 
wenn die. vollständige Begrenzung von @ durch o+1 getrennte geschlossene 
lLiinien gebildet wird. Ich habe diese Gleichungen in einer früheren Arbeit. 
einem Vorschlag von Herrn Weierstrass folgend, als die charakteristischen 
der Fläche bezeichnet *). Hier untersuche ich nun eingehender den Fall. 
auf den mich damals schon Herr Weierstrass aufmerksam machte, wo die 
Fläche eine symmetrische Gestalt hat. Macht man diese Voraussetzung, 
so sind mehrere Möglichkeiten gegeben. Entweder geht die Symmetrieaxe 
durch alle hkandlinien der Fläche hindurch; diese müssen dann selbst eine 
zur Axe symmetrische Form haben. Es ist das die einfachste Annahme, 
ihr entsprechen die hyperelliptischen Funetionen. Oder es giebt ausser den 
symmetrischen noch unsymmetrische Randlinien, die dann natürlich paar- 
weise zu beiden Seiten der Axe vorhanden sein müssen. Es handelt sich 
hier nieht um die wirkliche Bestimmung der Funetionen K(x), sondern nur 
darum: die besonderen Beziehungen zwischen den Grössen K(r), den zuge- 
hörigen Integralen und Abeischen 'Transcendenten anzugeben. welche aus 
len erwähnten Voraussetzungen über die Gestalt der Fläche @ folgen. 

Da zu der von o+1 Linien begrenzten Fläche eine Gleichung oten 
kanges gehört, oder vielmehr eine ganze Klasse solcher Gleichungen, so 
gehört dazu auch eine Klasse Abelscher Funetionen f(a,...,) von og Va- 
riabeln. Setzt man die Fläche als symmetrisch voraus, und sieht ab von 
dem vorhin sehon erwähnten hyperelliptischen Falle, so lassen sich die 
Funetionen f zusammensetzen aus Abelschen Funetionen von weniger als o 
Veränderlichen: 


9%, ...%) und kw, ... W,) 


Hierbei ist o+7=o, und die Grössen vo, w sind lineare Verbindungen der 


*) Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Flächen. 
Dieses Journal, Bd. 83, 8. 320. 
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ursprünglichen Argumente =. Jedem Argument #, also auch jedem ® und 
w, entspricht ein Abelsches Integral erster Gattung vom Range o. Nun 
lassen sich zwar diejenigen Integrale, welche der einen Gruppe, ®,, -.. @,, 
angehören, reduciren auf solche vom Range 7: aber das Entsprechende gilt 
nicht für die andere Gruppe. Deshalb stellen die Grössen g(v,, ... ©,) Abelsche 
Funetionen dar, die nieht in der gewöhnlichen Theorie enthalten sind, son- 
dern trotz ihrer speciellen Natur zu den allgemeineren gehören, welche 
Herr Weierstrass in dem Aufsatz: „Ueber die allgemeinsten eindeutigen und 
2n-fach periodischen Funetionen von » Veränderlichen“ erörtert *). 

Für die algebraische Behandlung beschränken wir uns auf den Fall. 
der dem hyperelliptischen am nächsten steht, wo nur ein Paar unsymme- 
trischer Randlinien vorhanden ist. Dabei bemerke ich, dass die entsprechen- 
den besonderen Abelschen Funetionen ursprünglich auf einem anderen Wege 
von mir gefunden sind; ich habe in der 'T’heorie der T'hetafunetionen von 
vier Argumenten den speciellen Fall betrachtet, welcher eintritt, wenn zwei 
der geraden T'heta gleichzeitig mit den Argumenten verschwinden. Diese 
Untersuchung, die freilich mehr Rechnung erfordert, gedenke ieh in einem 
späteren Aufsatze zu geben. 


$ 1. 

Wir nehmen an, es sei in der Ebene eine gerade Linie s gezogen. 
Wenn zwei Punkte, x und x, symmetrisch zu dieser (Geraden liegen, so 
wollen wir den einen das Bild oder den Refler des anderen in Bezug auf 
s nennen. 

Es sei F(x) eine für die ganze Ebene, oder wenigstens für einen 
Theil @ derselben, eindeutig definirte Function. x’ sei der Reflex von .r, 
und Z=F(z). Bedeutet dann Z die zu Z’ conjugirte eomplexe (srösse, 
so ist Z= F(x) wiederum eine Function der complexen Veränderliehen r, 
eindeutig definirt für alle Punkte des Gebiets @', welches die symmetrische 
Ergänzung zu @ bildet. Dieses kann sich auch ganz oder theilweise mit 
@ decken. Ist die Fläche @, wie wir von jetzt ab voraussetzen, selbst 
symmetrisch in Bezug auf die gerade Linie s, so ist @ mit @ identisch. 

Jeder Funetion F(x), die eindeutig für ein symmetrisches Gebiet @ 


definirt ist, lässt sich demnach eine zweite, für dasselbe Gebiet gültige, Fr). 


*) Berichte der Akademie zu Berlin, December 1869. 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 3. 26 
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gegenüberstellen, von solcher Beschaffenheit, dass in entsprechenden Punkten 


' 


x, x die beiden Funetionen conjugirte Werthe besitzen: 
F(r)=X+fi, Fa@)=X-Yi. 


Wir bezeichnen auch hier die eine als Aeflerfunction der anderen. 
Setzt man: 

F(x)+F(z) = 2M(r), 

F(x)—-F(r) = 2N(e), 


so ist F(z) in zwei Theile, M(x) und N(x), zerlegt. Der erste, M(x), ist 
mit seiner heflexfunetion identisch; er hat deshalb in entsprechenden Punk- 
ten eonjugirte Werthe und ist auf der Linie s selbst reell. Solche Grössen 
wollen wir Funetionen der ersten Art nennen. 

Die Reflexfunetion von N(z) dagegen ist —N(z). Hieraus folgt, 
wenn wir N(z) = AÄ+fYi setzen, dass die Function Y in entsprechenden 
Punkten denselben Werth hat, X dagegen entgegengesetzte Werthe. Also 


ist N(x) auf der Linie s selbst rein imaginär. Dies sind die Funetionen 
zweiter Art; der @uotient zweier Grössen N(x) ist aber wieder von der 
ersten Art, und dasselbe gilt von N’(x). 

Wir haben hier Funetionen vorausgesetzt, die eindeutig für das sym- 
metrische Gebiet @ definirt sind. Es giebt aber auch solche Functionen 
J(x) = AX+Yi, von denen nur die zweite Coordinate, Y, eindeutig, die erste 
aber vieldeutig ist; z. B.: 

J(2) = ilog(2) = —Yy-Hilogr. 

Wegen der partiellen Differentialgleichungen, durch welche X mit Y ver- 
bunden ist, ist mit Y zugleich die Grösse X bestimmt bis auf eine additive 
Constante. Es kann deshalb J(z) nur periodisch vieldeutig sein, und zwar 
ist jede Periode nothwendig eine reelle Grösse. Solche Funetionen wollen 
wir, da sie aus den eindeutigen durch Integration hergeleitet werden können, 
Integrale nennen. Unter der Reflexfunetion eines Integrals J(r) verstehen 
wir dann dasjenige Integral J(x), dessen zweite Coordinate im Bildpunkt 
x von x den entgegengesetzten Werth hat. wie die zweite Coordinate von 
J(z) im Punkte r: 


Ja)=AXA+Yfi, Ja)=X-Yi. 
Hiermit haben wir einen nicht ganz bestimmten Begriff eingeführt, denn der 
Werth von X, ist nicht vollständig fixirt. Offenbar kann sich aber X, von 
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Ä immer nur um eine additive Constante unterscheiden, sodass J(r) wenig- 
stens bis auf eine additive reelle Constante bestimmt ist. Indem wir wieder 
J(x) zerlegen in: 

UKa)+Je)) und 4Ja)—J(z)). 
finden wir: 

Jedes Integral lässt sich zerlegen in eins von der ersten und eins 
von der zweiten Art. Von einem Integral der ersten Art hat der eindeutige 
imaginäre Theil entgegengesetzte Werthe in entsprechenden Punkten, also 
auf der Linie s selbst den Werth 0. Kin Integral zweiter Art ist ein 
solches, dessen imaginärer Theil in entsprechenden Punkten den gleichen 
Werth hat. 


S.2. 


Es macht keinen wesentlichen Unterschied. ob wir die Fläche @ als 
eine unendlich grosse annehmen, die alle ihre einzelnen Randlinien um- 
schliesst, oder @ endlich ist und eine Randlinie die äussere, die übrigen 
innere Grenzen von @ darstellen. 

Dagegen müssen, wenn eine Axe s vorhanden ist, symmetrische und 
unsymmetrische Randlinien unterschieden werden. Jede symmetrische Rand- 
linie wird von der Geraden s in zwei Punkten getroffen, und zwar unter 
rechten Winkel, wenn die Schnittpunkte nicht zugleich singuläre sind. Die 
unsymmetrischen werden von der Linie s nieht getroffen, jede hat aber 
jenseits von s eine symmetrische Ergänzung, die auch zu den Randlinien 
von @ gehört. Es sei o+1 die Anzahl aller Itandlinien überhaupt, und 7 
die Anzahl der Paare, sodass o+-1— 27 die Anzahl der symmetrischen Linien 
ist. Von Wichtigkeit ist auch die Differenz zwischen o und 7; wir be- 
zeichnen sie mit 0: 


Durch die Symmetrieaxe wird die Fläche @ in zwei Hälften @, und 
G, zerlegt. Diese sind (7+1)-fach zusammenhängend; die eine Grenzlinie 
von @, wird gebildet aus Stücken der Axe und der symmetrischen Rand- 
linien von @, die 7 übrigen sind die eine keihe der unsymmetrischen 
Randlinien. 


Wenn wir für einen solchen symmetrischen Bereich die Funetionen 


der Fläche betrachten. die wir K(xz) genannt haben, und deren Retlexfune- 
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tionen K(zx) bilden in Bezug auf die Axe der Fläche, so sind diese Grössen 
K(x) ebenfalls reell in allen Punkten der Grenze von @, sie gehören also 
mit der ursprünglichen, KX(x), in dieselbe Klasse. Denn liegt x, auf der 
Grenze, so liegt der entsprechende Punkt x, ebenfalls auf der Grenze, daher 
ist K(x,) reell. Nun sind aber K(x,) und K(z,) eonjugirte Grössen; folg- 
lieh ist auch K(x,) reell. 

Wir können deshalb die Grössen K(x) in solche zerlegen, die mit 
ihren Reflexfunetionen identisch, und in solche, die ihnen entgegengesetzt 
sind, und diese Theile gehören auch wieder zur Functionsklasse K(z). Aber 
die Grössen der ersten Art sind nicht nur reell auf der Grenze von @, son- 
dern auch auf der Symmetrieaxe, soweit diese das Gebiet durchschneidet. 
Folglich sind sie auch reell auf der vollständigen Begrenzung von @G, und 
können als Funetionen der Fläche @, aufgefasst werden. Umgekehrt ist 
leicht zu sehen, dass jede Funetion der Fläche @, auch eine Function 
erster Art der Fläche @ ist. 

Es seien nun p und qg zwei Functionen der Fläche @,, so ausgewählt, 
dass sich alle andern rational durch sie ausdrücken lassen. Da das Ge- 
biet @, (r+1)-fach zusammenhängend ist, so sind die beiden Grössen durch 
eine Gleichung 

(1.) G(p, gq) = V 
vom Range r verbunden. Ferner sei z irgend eine Function zweiter Art 
der Fläche @. Dann ist 3° eine Function erster Art, oder, was dasselbe 
ist, eine Function der Fläche @,. Mithin ist z° rational in p und g: 


2.) == Hip, 9). 
Ist eine solche Grösse z3 gewählt, so lässt sich jede andere Function zwei- 
ter Art darstellen als Produet von z mit einer Function erster Art, d. h. 
mit einer rationalen von p und qg. Daraus geht hervor, dass alle Funetionen 
der Fläche @ auf folgende Form gebracht werden können: 

(3.) kK(x) = m-+nz, 
wo m und » rational in p und q sind. 

z ist reell auf dem Rand der Fläche @, und zugleich, als Function 

zweiter Art, rein imaginär auf der Linie s. In allen Punkten. wo die Grenze 
von @ und die Symmetrieaxe sich treffen, muss deshalb z gleichzeitig reell 


und rein imaginär, d.h. 3=0 oder x sein. Die Anzahl dieser Punkte ist, 
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da auf jeder symmetrischen Randlinie zwei liegen: 


N = Xo+1-2r) = A0+1-—r). 


, 
Diese N Punkte liegen zugleich alle auf der Grenze von @,, und es muss 
deshalb jedem ein besonderes Werthepaar der Funetionen p und g ent- 
sprechen. Wir wollen die so definirten Stellen im algebraischen Gebilde 
vom hange 7 mit: 
m). u. 0 ..,- a DB 

bezeichnen. In ihnen wird nieht nur die bestimmt gewählte Grösse 3 «leich 
0 oder x, sondern überhaupt jede Funetion zweiter Art, d. h. jede, die aus 
3 hervorgeht durch Multiplication mit einem in p, q reellen und rationalen 
Factor F(p,g). Hieraus geht hervor, dass die Zahl, welche angiebt, von 
weleher Ordnung H(p,g) an irgend einer der N Stellen (a,b) gleich 0 oder 
x wird, ungerade sein muss. Denn wäre sie gerade, so könnte man F(p,q 
so bestimmen, dass zF(p,g) an der betreffenden Stelle nieht verschwindet 
und nieht unendlich wird. 

In diesen N Punkten (a, b) verliert also z seinen rationalen Charakter: 
an jeder anderen Stelle des Gebildes aber verhält sich z wie eine rationale 
Funetion von (p,g)*). Wenn also H(p,g) an einer anderen Stelle 0 oder 
x wird, so ist die zugehörige Ordnungszahl eine gerade. 

jerücksichtigt man nun, dass, für »>1r, sich rationale Funetionen 


nten Grades von (p,g) bilden lassen, die an » vorgeschriebenen Stellen 


*) Um dies genau zu beweisen, muss ich einige Sätze aus der eitirten Arbeit übeı 
die conforme Abbildung zu Hülfe nehmen. Dadurch, dass p und q als Funetionen von 
x gegeben sind, ist eine Beziehung zwischen der Ebene (x) und dem algebraischen Ge- 
bilde (p,q) hergestellt. Eindeutig entsprechen sich zunächst gegenseitig die Punkte der 
r-+1 Randlinien von @ , und die der reellen, aus r+1 Linienzügen bestehenden Curve 
G(p,gq) =0. Durch diese Curve wird das complexe Gebilde (p,g) in zwei conjugirte. 
völlig getrennte Hälften 3, und B, zerlegt (ähnlich wie die Ebene durch die reelle 
Gerade), von denen die eine, etwa B,, mit dem Innern von @,, ebenso aber auch B, mit 
G, in gegenseitig eindeutiger Beziehung steht. Auf diese Weise ist jeder Stelle des al- 
gebraischen Gebildes ein ganz bestimmter Punkt der Ebene zugeordnet, und wenn man 
diejenigen Stellen des Gebildes ausnimmt, welche den Eckpunkten von @, entsprechen, 
so hat x beständig den Charakter einer rationalen Function von (p, q). ‚Zu gleicher 
Zeit ist aber, wenn man von diesen singulären oder Eckpunkten absieht, s in der Nähe 
jeder Stelle x, nach ganzen Potenzen von z—r, entwickelbar; folglich verhält sich auch z 
wie eine rationale Function von (p, g). Derselbe Schluss lässt sich auch ausdehnen aul 
diejenigen etwa vorhandenen Eckpunkte von @,, die nicht zugleich auf der Symmetrie- 
axe liegen; denn in diesem Fall gehört zu dem Punkt x, dieselbe Hülfsgrösse £, gleich- 
viel ob man ihn als Eckpunkt von @, oder von @ auffasst. Daher kann = nur an den 
Stellen des Gebildes von dem rationalen Verhalten abweichen, welche den auf der Sym- 
metrieaxe liegenden Eckpunkten von @, entsprechen. Dies sind die N Stellen (a,b). 
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unendlich, und an a—r anderen 0 werden, so erkennt man, dass die Grösse 
z durch Hinzufügung eines reellen rationalen Factors F(p, gq) bestimmter 
Iteduetionen fähig ist. Erstens kann man auf diese Weise bewirken, dass 
die rationale Function H({p, q) an keiner von den N Stellen (a, b) unendlich 
wird, sondern an jeder von der ersten Ordnung verschwindet; zweitens, dass 
H(p,g) nur an einer einzigen, willkürlich vorgeschriebenen, reellen Stelle 
des (rebildes » wird; drittens, dass ausser den N Punkten (a, b) nur noch 
ı vorhanden sind, in denen der Ausdruck O0 wird, und zwar mit der Ordnungs- 
zahl 2. Der (rad der rationalen Funetion H(p, g) ist dann N +27 = 20-+2. 
Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass der Grad sich noch weiter erniedrigt, 
wenn man das Werthepaar in bestimmter Weise wählt, wofür 3= x wer- 
den soll. 


$ 3. 

In dem Fall, wo alle Randlinien von der Symmetrieaxe getroffen 
werden, ist 7=0. Die Gleiehung zwischen p und q ist also vom Range d. 
Man kann deshalb schon die eine Grösse, p, so wählen, dass durch sie alle 
anderen Funetionen der Fläche @, rational ausgedrückt werden. H(p,q) 
wird so eine rationale Funetion von p, die für N=20-+2 reelle Werthe 
von der ersten Ordnung verschwindet, und für einen von der Ordnung 20+2 
unendlich wird. Wir können p so wählen, dass dieser letztere Werth selbst 
der unendlich grosse ist; dann ist H(p,g) eine ganze Function (20+2)ten 
(srades von p: und wenn wir endlich die Stelle p= x noch mit einer der 
N singulären zusammenfallen lassen, so ist der Grad 20-1, oder, was hier 
dasselbe ist, 2041. Dieser Fall, der hyperelliptische, bildet die Brücke 
von den dureh eine einzige Linie umgrenzten Flächen zu den mehrfach 
zusammenhängenden. 

Wir nehmen jetzt = 1, setzen also voraus, dass ein Linienpaar 
existirt, und ausserdem nur symmetrische, von der Axe durchschnittene 
kandlinien. Die Gleichung @(p,g) =0 ist dann vom Range 1, und die 
reellen Werthepaare, welche ihr genügen, erfüllen, den beiden Grenzen von 
(, entsprechend, zwei geschlossene Uurvenzüge 4 und #4. Auf dem einen, 
,, liegen die N=20 Punkte (a,b). Durch diese Punkte wird die Linie 4 
in 20 Streeken getheilt, auf denen die irrationale Grösse z abwechselnd reell 
und rein imaginär ist, je nachdem der betreffenden Strecke in der Ebene (;r) 
ein Theil der Grenze von @, oder ein Theil der Geraden s entspricht. 
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Am einfachsten können wir die Funetion H(p, gq) ausdrücken durch 
das zur Gleichung ersten Ranges @(p, g) = 0 gehörige Integral erster Gat- 
tung & Wir definiren dasselbe so, dass 5$= 0 ist in einem Punkte der reellen 
Linie A, und zwar auf einer solchen T'heilstreeke, in der auch z reell ist. 
Weiter setzen wir voraus, dass £ den Werth 1 erhält, wenn man die Curve 
, in einer gegebenen Richtung durchläuft, bis man zu dem Punkt zurück- 
kehrt, wo vorher $=0 war. Dann ist 5 reell auf der ganzen Linie 4. 
Ausser der Zahl 1 hat & in dem complexen algebraischen Gebilde (p, q) 
noch eine rein imaginäre Periode 7; sie wird erhalten auf einem Wege, 


. } . ir» 2. T ... > 
der 4 und 4 durchschneidet. Wir können , als positiv voraussetzen. Auf 


» ist S nicht reell, aber sein imaginärer Theil constant, und zwar = , , oder, 
wenn wir auf die volle Vieldeutickeit von & Rücksicht nehmen, m+4})T, 


wobei m eine beliebige ganze Zahl bedeuten kann. 

H(p,g) wird x nur in einem Punkte (p,, q,) des Gebildes, der will- 
kürlich auf einer der Linien 4, #4 angenommen werden darf: wir verlegen 
ihn auf 4. Ferner wird H(p,g) = 0 von der ersten Ordnung in den N 


” 


), 


U 


Punkten (a,b), und ausserdem noch 0 von der zweiten Ordnung in einem 
Punkte (p,g), dessen Lage von (p,, q,) abhängt. Da die 20+1 Stellen 


f N { N 
Pos du)» 4, b,), ..0 0. (Ay, by, 


sämmtlich auf der Linie 4 liegen, wo 5 reell ist, so entsprechen ihnen 20+1 


. 


reelle, dem Intervall von O0 bis 1 angehörige Werthe von £: 


z c - 
S()% 13 ie az 20° 


Betrachten wir nun H(p,g) als elliptische Funetion von 5 mit den 
Perioden 1 und r, so ist dieselbe vom Grade 26+2; sie wird ® für <= &, 
von der Ordnung 20+2, 0 für S=&,... &,, und ausserdem noch 0 für 
einen Werth = von der zweiten Ordnung. Wir führen die T’hetafunction 
ein, welche für die Werthe m--nr verschwindet: 


n = % 


Dann muss sich durch dieselbe H(p, g) in folgender Form darstellen lassen: 


HE-E)FE—E") [THE 5,) 
a=] 


(2.) H(p.g) = Uonst. a 
| RES) 
wo 5" sich von & nur um eine ganze Periode unterscheidet und 
(3.) tt +8, + + 4 a (20 2), 


\ / 
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ist. Da wir für (2,9) einen willkürlichen Punkt der Linie 4 wählen 


dürfen, so können wir auch für 5, einen beliebigen reellen Werth setzen; 
wir nehmen &, gleich dem arithmetischen Mittel der Grössen S,: 


(4.) Ssıts2+'+52 un 208. 
Dann folgt aus (3.): 


TE 7 Y 
De = en 
> JE eo 


IV 


=(). 


tt! 


und da S’—S eine ganze Periode m-+-nr ist: 





ar > m+nT 
> _ u. . ”) 
(D.) 
- a7 “=, m+ntT 
3 5) e 


Ks lässt sich aber beweisen, dass m und » nothwendig ganze Zahlen sein 

müssen, sodass bei dieser besonderen Wahl des Unendlichkeitspunktes von 

H(p,g) der Grad der Funetion sich auf die Zahl 20 redueirt. Die Grösse 
s = IH(p, g). 

als abhängig von .r betrachtet, ist eindeutig im Innern und reell auf der 


(Grenze von @. Sie ist also auch im Gebiet @, eindeutige, und reell auf 


5) 
derjenigen von den beiden Grenzlinien, welche dem Curvenzug 4 entspricht, 
während sie auf der anderen nur theilweise reell ist. Demnach, wenn wir 
z als Funetion von p, q betrachten, muss es reell sein auf der Linie 4 
und, wegen der Eindeutigkeit von z im Gebiet @,, denselben Werth wieder 
erlangen, wenn der Punkt (p, g) die Curve 4 vollständig beschreibt. 

Nehmen wir an, es wäre in den Gleichungen (3.) » eine ungerade Zahl. 
Dann entspräche dem Werth & ein Punkt der Linie #4. In diesem würde 
H(p, gq) von der zweiten, also z von der ersten Ordnung 0; folglieh müsste 
lie reelle Grösse z bei dem Durchgang durch denselben längs der Linie 4 
ihr Zeichen ändern. Alle anderen Null- und Unendlichkeitspunkte von 2 
liegen aber auf der Curve 4. Folglich könnte z nicht eindeutig sein für die 
veschlossene Linie 4. Dies widerspricht der einen Bedingung, die wir auf- 
gestellt haben. Mithin muss » gerade sein, und da wir 5 um eine Periode 


vermindern dürfen, so nehmen wir n = (0 an. 
Wir setzen nun: 


Ist , reell, so liegt der Punkt (p,g) auf 4; folglich ist z reell und H(p, q) 
positiv. Es ist aber: 
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r ‚ -ni(n+r) 

ICH ) =ie °. Ilm) 
wo 9,(n) eine Funetion bedeutet, die für reelle Werthe von 7 reell positiv 
ist und niemals 0 wird: 


+7. 
In) = 2 ED, 


n=—x 
Durch die Einführung von 7 geht der Ausdruck von H(p,g) über ın: 
3,n-8)9,m-8") IT9,(n-&) 

u u 

Const. re) 
Der constante Factor ist hier derselbe, wie in der ursprünglichen Glei- 
chung (2.), und da das ganze Produet positiv sein muss für einen reellen 
Werth von n, so muss der constante Factor positiv sein. Wir können ihn 
gleich 1 annehmen. 

Nun setze man auch in der ursprünglichen Gleichung (2.) <=%. 
Dann werden die Grössen 9(—£,) und #(—$,) sämmtlich negativ; ferner 
ist, weil 5’ = &+m ist: 

K-NH-2) = (DIE), 
sind unserer Annahme nach reell, somit 9°(5) positiv. Es ist 
also (—1)” das Vorzeichen von H(p,g) für <=0. Wir haben aber ferner 
vorausgesetzt, dass z reell ist für <=0, also H(p,g) positiv. Demnach 


! ’ 


und € 


fe4 
> 


muss m eine gerade Zahl sein, die wir jetzt wieder gleich 0 voraussetzen 
dürfen. So ergiebt sich: 
= =. LConst.=1: 
mithin: 
119-8.) 
a—] 
Hip. q) = HE) 
Wir führen jetzt S—S, als Variable ein und setzen: 


Zuuel ze FE Fa Fe 5 (a=1,2,... 20), 


Diese Constanten /, genügen nach (4.) der Relation: 


(6.) K+HR+- +, = 0. 
Dann ist: 
(N du YyS(t) 
(d.) MT Ft) ' 
wo S(t) das Produet bedeutet: 
(8.) Ss) = H-t)IL-t)...I(t-t,): 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft >». 
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und alle übrigen Functionen der Fläche werden dargestellt in der Form: 


Kir) = fO+g(03, 
wo f(t) und g(f) gewöhnliche reelle elliptische Functionen mit den Perioden 
1 und r bedeuten. 


s4. 

Wir kehren jetzt zu dem allgemeinen Fall zurück. Gleichviel, ob 
das (gebiet @ symmetrisch ist oder nicht, so giebt es ausser den Functionen 
der Fläche, die wir mit K(x) bezeichnet haben, andere, J(r), von ähnlichen 
Eigenschaften; wir nennen sie Integrale der Fläche. Sie sind nicht noth- 
wendig eindeutig, sollen sich aber auf geschlossenen Wegen innerhalb @ 
nur um reelle Perioden ändern, sodass wenigstens ihr imaginärer Theil ein- 
dentig ist; ferner muss dieser imaginäre Theil nicht nothwendig den Werth 
() haben auf der ganzen Begrenzung von @, aber er soll constant sein längs 
jeder einzelnen Randlinie. Im übrigen betrachten wir hier nur Integrale 
erster Gattung, d. h. solche, die im Innern und auf der Grenze von @ be- 
ständig endlich bleiben und nur an den Eckpunkten singulär werden, dort 
aber als reguläre Funetionen der betreffenden Hülfsgrössen dargestellt wer- 
den können. Eine solche Integralfunetion ist z. B. die Grösse f, welche 
im vorigen Paragraphen eingeführt wurde. 

Für das (o+1)-fach zusammenhängende Gebiet existiren o linear un- 
abhängige Integrale dieser Art; ein Fundamentalsystem derselben können 
wir in folgender Weise definiren. Eine bestimmte Randlinie, Z,. werde be- 
vorzugt, die übrigen mit Z,, L,, ... L, bezeichnet. Es werde nun 

J,«) (a1, 2,... 0) 
so bestimmt, dass auf einem einfachen geschlossenen Wege 1 innerhalb @ 
diese Funetion ungeändert bleibt, wenn Z, und L, auf derselben Seite von 
A liegen; wenn dagegen L, zur Linken, L, zur Rechten liegt, so soll J,(®) 
um 1 zunehmen. Dadurch ist die Function bestimmt bis auf eine additive 
Constante, und fügen wir hinzu, dass der imaginäre Theil von J,, welcher 
der Voraussetzung nach auf jeder Grenzlinie constant ist, auf Z, den Werth 
0 haben soll, so ist J,(x) definirt bis auf eine reelle Constante. Der ima- 
ginäre Theil von J,(z) ist also eine für das Gebiet @ vollständig und ein- 
deutig definirte Function der beiden Coordinaten von x. Daher ist auch 
die eonstante Grösse, welche den Werth des imaginären Theils von J,(z) 
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längs der Linie Z, angiebt, durch die Gestalt der Fläche und die Indices 
a, P vollständig bestimmt: wir bezeichnen diese rein imaginäre Constante mit 
Für dieses Constantensystem gelten die beiden Sätze *): 
I. Es ist 
Fin m El 


II. Die homogene quadratische Form mit reellen Üoeffieienten: 


0) 0 
Sfr r\ 
E R . be) 1 > y J 
ai A=1 ! ’ 


ist stets positiv, wenn 5, ... S$, reelle Zahlen bedeuten. 

Während die Grössen K(r) durch eine unter ihnen algebraisch aus- 
drückbar sind, gehen die jetzt hinzutretenden, Jx), in wirkliche Abelsche 
Integrale erster Gattung über. wenn man eine Grösse K(r) als Variable 


einführt; denn aus der Definition geht unmittelbar hervor. dass der (Juotient 


dJ(r) 
dK(x) 
ebenfalls im Innern von @ eindeutig, auf der Grenze reell ist. Setzt man 
ferner 
T,=m, + (n;t,,;) =, 2,....0), 
=] 
WO Mi, 22. M,; Mir... 2, beliebige ganze Zahlen bedeuten, und betrachtet 


eine reelle Abelsche Function f(w,. ... «,). welche ungeändert bleibt bei 
der Vermehrung der Argumente um jede solche Periode r,, ... r,, dann 
stellt f(w,....a,) zugleich eine Funetion der Fläche @ dar, wenn man 


Badhleh ». 3 edle 


setz. Denn auf 7, sind diese Integrale reell, auf Z, aber darstellbar in 
der Form: 
Ir. +0. -:.. 47.+®,, 


wo ©, ... v, reelle Grössen sind. Dieses Werthsystem unterscheidet sich 


aber von seinem conjugirten nur um eine ganze Periode. 


= 


S .). 


Ist das Gebiet @ symmetrisch, und 7 >, so treten zu den Relationen 


_ 


„5 = T;, noch andere hinzu, die sich fast unmittelbar aus der besonderen 


Voraussetzung über die Gestalt der Fläche ergeben. 


*) Vgl. Riemann, Theorie der Abelschen Functionen, $ 20 und 21. 


21” 
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Jede Reflexfunetion J(x) eines Integrals J(z) ist auch wieder ein 
Integral der Fläche, und seine Perioden lassen sich leicht bestimmen, wenn 
man die von J(x) kennt. Angenommen, auf einem bestimmten geschlossenen 
Wege 1 ändere sich J(z) um die reelle Periode e. Auf dem symmetrisch 





entsprechenden Wege f wird J(x) sich ebenfalls um e ändern, weil zwar 
die imaginären Theile von J(x) und J(x') einander entgegengesetzt sind, 
die reellen Theile aber einander gleich, oder wenigstens eine constante 
Differenz haben. 

Wir haben die Integrale J(z) so definirt, dass sie auf einer von den 
kandlinien, Z,, reell sind. Nun sind aber hier symmetrische und unsym- 
metrische handlinien zu unterscheiden. Wir wählen für Z, eine der un- 
gepaarten, symmetrischen Linien; wodurch freilich der eine Fall, in dem 
alle Randlinien Paare bilden, ausgeschlossen wird. Es sei Z, eine der an- 





DE EEE ET a 


deren Linien; unter L, verstehen wir dann /,, selbst, wenn diese Linie zu 
den symmetrischen gehört, und andernfalls ihre symmetrische Ergänzung. 
Ferner sei „/ irgend ein geschlossener Weg, der L, und Z, trennt; dann 
können wir den entsprechenden 7 construiren, und dieser trennt /, und Z,. 
Liegt L, zur Linken von A, so ändert sich J,(z) auf dem Wege A um 1, 
folglich J,(@) ebenfalls um 1, wenn x’ den entsprechenden Weg ff durch- 
läuft. Aber bei der Richtung, in der hier A beschrieben wird, liegt Z, | 





zur Linken, Z, zur Rechten; folglich ändert sich auf demselben Wege, und | 
bei Festhaltung derselben Richtung, J,(z) um —1. Die Summe | i 

J,a)+J.(€) | 
bleibt mithin ungeändert. Dies gilt für jeden geschlossenen Weg innerhalb 
G@, der L, und ZL, trennt; und da aus solchen jeder andere zusammengesetzt 
werden kann, so ist die aufgestellte Summe überhaupt in der Fläche @ ein- 
deutig. Es giebt aber keine eindeutige Integralfunetion der Fläche, die nie 
x wird, ausser der Constanten; mithin muss die Summe beider Functionen 





eonstant sein. Weil wir ferner die Grössen J(z) auf Z, als reell angenommen 


ee 


haben. so muss diese Constante reell sein. Wir können direet setzen: 
(1.) Je) = —-J.(). 


Wir verstehen wieder unter Z, eine beliebige von Z, verschiedene 





Randlinie, unter Z, ihre Ergänzung, wobei auch jetzt # = sein kann. 
Der imaginäre Theil von J,(x) auf L,; hat den Werth 47,,. Den entgegen- 








gesetzten Werth, —4z,,, muss der imaginäre Theil von J,(z) auf L; be- 
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sitzen. Da nun J,(@) = —J,(x) ist, so muss der imaginäre Theil von J,(«) 


J 
J 


auf L, gleich 17,, sein. Somit kommen wir zu der Fundamentalformel: 


(2.) Rad 
welche gilt, wenn «, « und ebenso 5, /' Indices von symmetrisch ent- 
sprechenden Randlinien sind. Dabei gelten die Linien, welche von der 
Symmetrieaxe durehschnitten werden, als sich selbst entsprechende. Eine 
Bedeutung hat natürlich die Formel nur dann, wenn wenigstens eine der 
beiden Linien ZL,, L, zu denen gehört, die nicht von der Symmetrieaxe 
durchschnitten werden. 


$ 6. 
Wir setzen, indem wir wieder unter «, « Indices entsprechender 
Randlinien verstehen: 
(JE) HJ.(2) = M,(«), 
\J,(@)-J,(2) = N,(e). 


/ 


f \ 
(1.) 


Dann folgt aus der Gleichung (1.) 


) des vorigen Paragraphen: 


ai |M,(&) = —M,(e), 
IN.(e) = N,(a). 


Die Grössen N(x) gehüren deshalb zu den Integralen der Fläche @,; ihr 
imaginärer Theil ist nicht nur auf allen Randlinien von @ constant, son- 
dern auch auf der Symmetrieaxe. Wählt man, wie früher, zwei eindeutige 


ni i ” dN de ’ 
Funetionen p, g der Fläche @,, so gehört auch zu den Grössen, die 


dp 
sich reell und rational durch p, q ausdrücken lassen; wir erhalten daher: 
(3.) N,(@) = /R,(p, g)dp. 
Aus (1.) folgt: 
(4.) N,.(z) = —N,(e). 


Es ist also N,(x@)=0, wenn « der Index einer symmetrischen Linie ist, 
und die 27 übrigen Funetionen sind einander paarweise entgegengesetzt. 
Vom Vorzeichen abgesehen existiren also nur so viele Grössen N,, als Linien- 
paare vorhanden sind. Diese sind aber offenbar linear unabhängig; sie bil- 
den das vollständige System der Abelschen Integrale erster Gattung, welche 
zur Gleichung @(p, q) = 0 gehören. 

Betrachten wir jetzt die Integrale M(x). Für sie besteht die Glei- 
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chung: 

(5.) Ma) = M.e); 
durch dieselbe wird ihre Anzahl um soviele Einheiten redueirt, als Linien- 
paare vorhanden sind, also auf o-7=0. Von einer solchen Funetion 
M(z) ist der imaginäre Theil constant längs jeder Randlinie von G@, und 
der reelle auf jedem Stück der Geraden s, das die Verbindung zweier sym- 





metrischen Randlinien herstellt. Deshalb ist en reell auf der vollen Be- 


gsrenzung von @, rein imaginär auf der Symmetrieaxe. Dieselbe Eigenschaft 
hat die Funetion z: es ist also 





dM 
’ dp 
eine Function der Fläche @. Daher ergiebt sich: 
(6.) M,(x) AR [ep D4p 


beide Arten von Integralen scheiden sich demnach auch algebraisch scharf 
in zwei Gruppen, 
7. 


Wir betrachten die quadratische Form: 


SI 


all BE G 
() x( 1 ur 5,) nr > R (T ,5.%5)- 8 
ni at pet 5 


Die Zuordnung der Linienpaare L,, L,. lässt sich auf die Indices übertragen, 
sodass Indicespaare und vereinzelte Indices existiren. Zu jedem Index « 
gehört ein bestimmt entsprechender «'; er ist gleich «, wenn « ein ver- 
einzelter Index ist, und andernfalls der, welcher mit & zusammen ein Paar 
bildet. Wir setzen in jedem der beiden Fälle: 


In 


+ & u 2 
[7 ' . 274 wi 


= f 


7 -) 
-_ 


la .) 


UN 


Dadurch sind an Stelle der oe Grössen & doppelt so viele „, © eingeführt. 


Diese genügen aber den Gleichungen: | 
‘ | o- ". o f 
(3.) Na un Nas Su’ ui os i N 
und dadurch redueirt sich die Anzahl der Grössen 7 auf o, die der 5 auf @ 


r. Indem man, zufolge (2.), n,+£, für £, setzt, ergiebt sich: 


# e e 2 o 
(dir + 8) = tet S (1.30.53) 
a1 = 
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Der letzte Term des Ausdrucks auf der rechten Seite ist aber 0. Dies er- 
giebt sich folgendermassen. Statt « und 5% können wir die entsprechenden 
Indices «, f’' setzen; dadurch wird nur die Reihenfolge der Glieder ge- 
ändert. Demnach ist 


2 Elm) = E Eltesnebi) 
Es ist aber: 
la’ — Nas» “ or —L,, 
und, zufolge $ 5: 
Eu eG 
Folglich: 
$ > (t, Na6;5) s 5 -T,8Na6;) = 0 
a=1ß=1 ae Bei 
mithin: 
(4.) Könnt 5) 


Wir denken uns jetzt die Randlinien in folgender Weise geordnet. Es sind 
drei Keihen zu unterscheiden. Die eine Reihe, zur Rechten der Symmetrie- 
axe, werde durch die Zahlen 1, 2, ... r bezeichnet. Dann kommt die Reihe 
der Linien, welche von der Symmetrieaxe durchschnitten werden. Eine der- 
selben hat den Index 0, den o—r übrigen geben wir die Indices +1, ... o. 
Der dritten Reihe endlich, zur Linken der Axe, mögen die Zahlen o+1 
bis o+r zugeordnet werden, in der Weise dass L, und L,,, symmetrisch 
entsprechende Figuren sind. Wenn die Linien so bezeichnet werden, so 
folgt aus (3.): 





N] == 9 
lo+u ia un 
a z “ | A 7 7 mE u A 
(I) Sota — "Ba 
. =0 Mr T+l ...0 
Danach denken wir uns in der Gleichung (4.) jedes n,., ersetzt dureh >» 
Foo) \ J lo l 
jedes £,,, durch —L,, und Z,,,, -. . &, durch 0: dann folgt: 
(6.) iR. +. 5.) „is mtl, se be), 
wo: 
Ei (em, +. 20) = Alm +++ Nas My +++ Ne) 
(4.) lic x > > u rs 
A(cı, ... Gr) == 2x6, „oo. rs ), ... V, i jr. nr 


ist. 2 und A sind jetzt quadratische Formen, deren Argumente 7. ... 7%; 


C,, ... [, durch keine Relation mehr unter einander verbunden sind. Die 
Coefficienten dieser Formen würden sich mit Hülfe der Gleiehunzen (7. 
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leicht durch die Grössen 7,; bestimmen lassen; aber einfacher ist es, z und 
), selbst als gegeben zu betrachten und durch sie die Form x zu definiren. 
Den Gleichungen (2.) ist jetzt folgende Gestalt zu geben: 





u Eat bare 
ui D) ’ 
für Be l, 2, om $, 
(8.) Piz Sa— Ea+o 
Zi 9) 
n,=& fü ea=r+l,..: 0 





Bestehen diese Gleichungen zwischen den Variabeln &, n, , so ist die 
Gleichung (6.) identisch erfüllt. 


977 
.s 


Ks sei 


0 
rigen, +V....n.+9,)+2ni S(n,+Vv.)/u.4+ u) 
N ea] 


1.) Mu a Er 
(n) 

wo die Summe über alle Systeme ganzer Zahlen »,, ... », auszudehnen 
ist, und 44. ... 4, 91, ».. v, willkürliche Parameter bedeuten. An Stelle 
von v,, ... v, führen wir andere Grössen: v1, ... 9%, Yı, ... 9, ein, die zu 
dem System ”,, ... v, in derselben Beziehung stehen, wie die Grössen 7, 


0 


S im vorigen Paragraphen zu den 5. Wir setzen: 





y Zn v.- Ve+o 
«L ) 
. m tel... €, 
(2.) A V„ o V, +0 
4 V — 
[74 ) 
v’ =», für a=tH+l,... 0. 





In ähnlicher Weise transformiren wir das System ganzer Zahlen n,, ... n,. 
Ks sei: 


' \ 
N.t Na 
m,t+lie, = ——. 





*) 
hr a 5 9 Hy 
(3.) p ä Le __ N„—N.ro 
ww 


2 


m 





‚=n für «a=rt+Hl|L ...o 


3 

wobei e,=0 oder 1 sein soll, jenachdem », = »,,;, (mod. 2) ist oder nicht. 
Zu jedem System ganzer Zahlen n,, ... n, gehört auf diese Weise erstens 
ein bestimmtes System von Grössen e,, ... e,, deren jede O0 oder 1 ist, 


Ne | 
ER 
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und zweitens ein bestimmtes System ganzer Zahlen m,, ... m,, Pıs ++. Pı- 
Es ist leicht zu sehen, dass auch das Umgekehrte gilt; man kann demnach 
alle Systeme ganzer Zahlen n,, ... », erhalten, indem man m,, ... m,, 
Pır »-- p, Alle ganzen Zahlen von — bis +» durchlaufen lässt, und 
ausserdem noch jeder Grösse e,, ... e, die Werthe O0 und 1 beilegt. 

Die letzte Gleichung in dem System (3.) schreiben wir, der grösseren 
Symmetrie wegen, so: 

m.+3e, = N, 
indem wir festsetzen, dass unter e, der Werth 0 zu verstehen ist, wenn der 
Index « die Zahl 7 überschreitet. Nur e,, ... e, sind variabel. Nachdem 
dies festgesetzt, bestehen zwischen den drei Grössenreihen: 
n+v, m+le+v, p+Jle+r' 

genau dieselben Beziehungen, wie im vorigen Paragraphen zwischen den 
(Grössen &, n, C: deshalb ist: 


A f 1 s ) 2 
(4.\ ZN, TV, ++» N, V.) 
er l=x(m,- le-+p, m. tle +rv )+A(p,+le, tv, ws 
— 1 r3e Pure 08% ol ea J -(Pı „re ZWiR P: Je J 


Der übrige Theil im Exponenten der Thetareihe lässt sich auf ähnliche 
Weise umformen. Zerlegt man die Summe: 





iu 
ai 
in die drei Theile: 
T T ei 
S Su U, au B > (n T > )u 
a1 l 
177 * OÖ 
ES er. 
2 —=T+1 +1 
und: 
o+17 x T a fi 
93 5,U, =  Sa+0% 0 _ S(n - )u 0 
A o+1 1 1 1 1 
so folgt: 
o 2 4 4 R . 
(9.) iu = Zn. tWur)+ 3 0.u+ 3°,(u,—U,:o) 
a1 n—1 a—T+]1 ı—1 
Wir setzen nun: 
UtUıo = d, 2 
r ä für a=|1, 2, E, 
(6.) U W0,) 
wer art], ... G, 


und ebenso: 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 3. 
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ı 
U,tU,go “. U, \ 


für a=1,2,...1t. 
(7.) u—u,.,=u) "a 





w„=u fü a=r+1l,...o. 


Dann folgt aus (9.): 


ZE(wtu) = Zn tu)4 


a=] a= 


cu (w,.+u,): 


a 


mithin: 


8) Zutrautu)= Emcrletrilotu)t Zptretri)wtun). 


a=1l 


Danach zerfällt der Exponent des allgemeinen Gliedes der Reihe 
Il... U; 4, V) 
in die beiden Theile: 


(9) nizm+4e+rV, ... m,+4e,+V))+2ni &(m,+4e,+v))(o.+u)), 


a=1 
(10) miA(p +le-+v),... Pet+3e, tv. )+ 2i &(p.+3e.tV.)w. tue). 


Statt nach (») darf man summiren nach den drei Zahlsystemen (m), 
(p), (e), wobei aber jede der Grössen e,, ... e, nur zwei Werthe annimmt, 
und deshalb nur 2° Systeme (e) existiren. Demnach zerfällt die Reihe 
I(%ı,...%,; u,v) in 2” Partialsummen, und jede Partialsumme ist das Pro- 
duet einer T'hetafunetion von v,, ... v, und einer solchen von w,, ... %,. 
Wir bezeichnen diese Funetionen, in deren Summenausdruck die Formen 
z und A an die Stelle von % treten, mit und w; sodass: 


(11) I, u 1,9) = zyle, 05 W, v+le)y(w,,.. w,; w',v’+4te) 


ist. g und w sind Thetareihen; wir wählen nur deswegen andere Buch- 
staben, um sie von den Grössen (u, ...%,; u,v) zu unterscheiden. 

Die Argumente vo, ... %, %ı, ... @, Sind mit %, ... z, durch 
dieselben Gleichungen verbunden, wie die Functionen M,(z), ... M,(z), 
N, (@), ... N,(@) mit Je), ... J,(@). Setzt man für w,, ... , die Integrale 
J,, und führt an Stelle von x die Variabeln p, g, z ein, so gehen die Ar- 
sumente der Functionen y in Abelsche Integrale von dieser Form 
Rp Dd 


über, während w,, ... w, Integrale rationaler Functionen von p und g werden. 
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$ 9. 


Wir gehen jetzt dazu über, eine Gruppe von 4° Gleichungen zu 
bilden, die aus der zuletzt gefundenen fundamentalen Relation entspringen, 
indem man die Charakteristiken variirt. Zunächst stellen wir die Relationen 
zusammen, durch welche die drei Grössensysteme 


! ' 2 
Gra Pas + 07 (Fr er 
b ' ! , 2 „ 
Vıy... 9% \v, 7 Yon 


unter einander verbunden sind 





u wen in u 
„tu; 
FAT 
er 2 
n—U, 
U, en r “m. . 
(1.) V . v, t V,, 
L ae Va Ye 
b) für «= 1r+l1l,... o: 
Bu =. 
pe —_— v. 
Setzen wir hier für den Augenblick die Grössen «, v' sämmtlich = 0, 
so wird 
u, =4u,, TE 1 lu” 
für@ae=1,2,... rt, daher «,,, = —u,, und ebenso v,,, = —v,; ferner u, =, 


v„—=0 füre=r+l,... o. Ein Grössensystem: 
Go ... Ke\ 
A 72 


das diesen Bedingungen genügt: 


[4., „= ME c=r+l ... 0 


(2.) 


| u — Uns „f +0 —— vn für 0 = 5, 2, a BE T, 


a+0 


wollen wir eine ausgezeichnete Charakteristik nennen. Sind 9. »:-. 9, 
hi, ... h, ganze Zahlen, so stellt das Grössensystem 

(3.) _ = g.+ Zhuti. ( 2... 

21 

eine Periode mit der Charakteristik (g, A) dar. Wenn die Zahlen g, h den 
Bedingungen (2.) genügen, so nennen wir die Periode eine ausgezeichnete. 
IN 
il 
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In diesem Falle folgt aus den Gleichungen 
hırı = 0 etc., Bas — —h, ete. 
zunächst: 


T 
ER Iu + Shell Tas ) (a=1,2,...0) 


Für die Zahlen «, die zwischen 7 und o liegen, ist aber: 
ed Er Tun a 
denn die Randlinien Z,;, L;,, bilden ein Paar, während /, zu sich selbst 
symmetrisch ist. Folglich ist: 
=D MM Reartr., 5. 


Ferner ist für @«=1, 2, ... r: 


I 
U. ne GIu + st sh; (Toro Toro bro)- 
A= 


Aber: 
Jar — Gas 
Tu+0,5 7 Va,a+03 Taro,s+o — Tas 
mithin: 
a Te Eos 
Wir setzen: 
(4.) Top Taste = Tas (a, A=1,2,... 7) 


und bezeichnen die Ausdrücke: 
T 
(9.) g9.+ P 3 (h;T,;) mit T, (= ,2n..T7E 
A=1 


Aus der eben durchgeführten Rechnung geht dann hervor, dass jede aus- 
gezeichnete Periode der Function I(u,,...u,; u, v) dargestellt wird durch ein 
(srössensystem: 

a en 
Aus den Gleichungen: 


Tu5 ee T. + 0.83 Tu+0,8 . T5a+o 


erkennt man, dass die Constanten T,, denselben Bedingungen genügen, wie 


die 7,;, nämlich: 


13 


(T.) Bus Fr T 


J 
\ P4 


UT «ER g 
nn IB MM ... 5 


Wir addiren nun zu den Grössen: 


U, 
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die Werthe: 

TFORBEFS RUE: : SOE  PEBBREREET , 7 
wobei die g, k ganze Zahlen bedeuten sollen, die den Gleichungen (2.) ge- 
nügen. Aus dem Gleichungssystem (1.) geht hervor, dass hierdurch die 
Grössen w', v' gar nicht geändert werden, dagegen 


vw um g, 9 um 1%, (a=1,2,...?) 


zunimmt. Statt der Formel (11.) im vorigen Paragraphen bekommen wir 
demnach die folgende: 
| lt, ... %5 u+lg, v+1h) 
(8.) | 


. 3 | \ | „ e-+-hN\ 
(9, +: 05 M, v+le)w(e,, 0,5 u 4+g, v — )- 
(e) ’ \ 2 / 
Setzt man für 9, --- 9; A. ... Ah, alle möglichen Systeme modulo 2 
incongruenter ganzer Zahlen, so erhält man links 4° Functionen; nämlich 
alle die, welche aus 


Fu, ... U, U, v) 


entstehen, indem man die Argumente um alle incongruenten halben ausge- 
zeichneten Perioden vermehrt. Wir bezeichnen diese Funetionen als unter 
einander verwandt, oder derselben Familie angehörig. 
Auf der rechten Seite aber treten in allen 4° Formeln dieselben 
Funetionen 
p(d1, -.. 05 u, v+le), vlwı, -.. ww; w', v'+le 


auf; denn sind die Zahlen e,, ... e,, hı. ... h, gegeben, so giebt es unter 
den Systemen (e) immer ein bestimmtes, (e'), sodass 
e,+h,=e, (mod. 2) (a=1,2,... 7) 
ist, und 'T'hetareihen, deren Charakteristiken sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, lassen sich auf einander redueiren. Es folgt hieraus, dass 
durch Elimination der Grössen 9, w aus dem Gleichungssystem sich Re- 
lationen unter den verwandten 9 selbst müssten herleiten lassen; woraut 
wir aber hier nicht eingehen. 
Eine fernere Bemerkung ist diese. Wenn man in der Gleichung 
(8.) die Zahlen % festhält, dagegen die y variirt, oder, was dasselbe ist, 
wenn man die Argumente nur um die reellen halben Perioden der ausge- 
zeichneten Gruppe vermehrt, so sind die Summen auf der rechten Seite 
sämmtlich aus denselben 2° Produeten yw linear zusammengesetzt, nur mit 
verschiedenen Coeffieienten, und man würde durch Auflösung dieses Systems 
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linearer Gleichungen die Produete yw darstellen können als lineare Aggre- 
gate von Tihetafunctionen: 


(9) Du = ZH... 5 tlg, 74h) 


Endlich ist noch hinzuzufügen, dass unter den 4° ausgezeichneten 
halben Perioden sich auch die ganze Periode oder das Werthsystem (0, 0, ...) 
befindet, und dass sie eine sogenannte unvollständige Göpelsche oder syzy- 
getische Gruppe bilden. Denn aus den Gleichungen (2.) folgt, dass immer 
die Congruenz besteht: 










4 





(g.h,)=0 (mod. 2). 


a 









s 10. 
Wir hatten für das Gebiet @ die Normalintegrale J,(x) in bestimmter 
Weise gewählt, mit }7,, deren imaginäre Theile auf den Randlinien be- 
zeichnet, ferner die quadratische Form 
















(Si, ... $,) = Z1,35.5; 
aufgestellt, und damit schliesslich die allgemeine Thetareihe %w,, ... u,; u, v) 
definirt, die zur Fläche @ gehört. 
Nun stellen aber die Differenzen 
Ja) —J,r0(€) == N, (£) (a=1,?2,... 7) 


ein System von 7 Integralen dar, die für das Gebiet @, genau in derselben 
Weise normirt sind, wie die Grössen J,(z) für das Gebiet @. Der imaginäre 
Theil von N,(x) ist constant auf allen Randlinien von @,, und zwar 0 auf 
der, welche theilweise mit der Symmetrieaxe zusammenfällt. Die letztere 
tritt also an die Stelle von Z. Es sei Z, eine der 7 übrigen Grenzlinien 
l,, La, ... L,. Zieht man in der Fläche @, einen geschlossenen Weg, der 
diese Linie Z, positiv umgiebt, so ändert sich auf demselben J,(x) um 1, 
und J,,,(z) bleibt ungeändert; daher erfährt N,(x) die Aenderung 1. Das 
ist aber die Eigenschaft, welche das Normalsystem charakterisirt. 

Da auf der Grenzlinie Z; von @, der imaginäre Theil von J,(x) den 
Werth 4z,;, der von J,,,(z) den Werth }7,,,,; hat, so ist 





1 ® > 
STB Tr (a, 2 =1, 2... 7) 





der Werth des imaginären Theils von N,(r) auf Z,.. Nun hatten wir aber 
im vorigen Paragraphen: 
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(1.) T 5 Tur+0,8 _ T 


a5 aß 
gesetzt. Somit tritt hier, für die Fläche @,, das Uonstantensystem T,, an 
die Stelle des Systems z,, im Gebiet G@; und ebenso wie wir für das Ge- 
biet @ die Form x($,, ... &,) gebildet haben, stellen wir hier für das Theil- 
gebiet die quadratische Form von 7 Variabeln: 
oa 
(2.) Ken) 3 2 1u5a55 

auf. Die entsprechende Thetareihe von 7 Argumenten w,, ... w, mit 
den Periodieitäts-Moduln T,; bezeichnen wir, da ihre Definition der von 
9a, ... u; u, v) genau analog ist, mit I(w,, ... w,; u, v); sodass hier 
der einzige Unterschied in der Bezeichnung durch die geringere Zahl der 
Variabeln hervorgebracht wird. 

Diese Function I(w,, ... @,; u, v) ist nicht mit w(w,, ... w,; u, v) 
identisch. Dies erkennt man am nA Pe wenn man die beiden quadra- 
tischen Formen A(&,, ... &) und X($,, ... &,) vergleicht. Die erstere ist 


nach $ 7, Gleichung (7.) durch folgenden Ausdruck definirt: 
Bw ee re. 


Jr 


oder: 


Tr F Ft, rel 555). 


am} Be=1 
Mithin, da 7,04. = Tas ist: 
7 1 dur 
A(S,, hei $,) . 22 2 (1,5— T4+0,8)8a 5% 
al = 
Folglich: 
(3.) Mr...) = IX... &) 


Die Periodieitäts-Moduln der Function w(w,, ... w,) sind demnach doppelt 
so gross wie die von F(w,, ... %@,). 

Verstehen wir unter f(w,. ... «,) eine zur Fläche @ gehörige Abel- 
sche Function, so ist deren allgemeine Periode dargestellt durch die e 


Ausdrücke: 





(4.) T. — Pa + 3 (497.9) (a ı. £, 0), 





WO Pıy ==: Pos Is +++ q, ganze Zahlen sind. Fbenso ist die allgemeine 
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/ 


Periode einer Abelschen Funetion h(w,. ... w,). die der Theilfläche @, ent- 


spricht, durch das Grössensystem: 


(9.) 


dargestellt, in dem m,. 


T 
+ u m,+ B; n;T,; (« BE 2004 t) 


31 


. M;, Rı, ».. n, ebenfalls willkürliche ganze Zahlen 


bedeuten. Und ebenso, wie die Funetionen f in rationale von p, q, z über- 


sehen, wenn a, = J,(z) ete. gesetzt wird, so wird h(w,. ... w,) eine ratio- 


nale Funetion von p, q allein, wenn man 


w =) DJ -Jrılz)=N(z) etc. 


annimmt. Es geht also: 


h(u,— Ujos *+* u . Hu, DE N,); 


ebenso wie fm. 


a,) in eine rationale Funetion von p, q, z über, sobalı 


für ©. ... a, die entsprechenden Integrale gesetzt werden. Wir ziehen 


daraus den Schluss, dass H dieselben Perioden hat, wie f. Dies lässt sich 


auch direet einsehen. 


(6.) 
Vermehrt man ,, 
Periode darstellt, 
Nun ist: 


Hier ist: 


so 


T. er 


Es sei 


wo. = Un Uuro (mu 2,2), 


v, um das Grössensystem (4.), das eine allgemeine 
ist 7,—r,,, die entsprechende Aenderung von w 


a® 


oO 
Un to Zn P: Sr P« +0 1 > 0; (T,; ir U. + 3): 
P= 


= Tu, für B=1,2... 5 


(0 für :S=rt+l,... 0 


3 


und ausserdem sind die Üoeffieienten von gq; und q;,, einander entgegen- 


gesetzt, wie aus den Relationen 


TaR Es T +0,33 T, t0,?+0 —” T „3 


die für «, % — r gelten, hervorgeht. Mithin ist 


(7) 
wo 
(8) 


7 
Ta Un oo” m, + &(n;T,;) — T, (am=1,2,.. r), 


= 


m, Fa: P. —Pa+o ’ N, u Ga sr: ’P 6 


gesetzt ist. Folglich bleiben die Grössen h(w,. ... w,), als Funetionen von 


%, ... a, angesehen, ungeändert, wenn man die Variabeln « um eine be- 


liebige Periode r,, 


.. r, vermehrt. Wir müssen sie deswegen geradezu 


zur Funetionenklasse f(w,, ... %,) rechnen. 





5a ET EHE a a ai ak re nn Zr sr 
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Hieraus lässt sich noch ein weiterer Schluss ziehen. Bildet man 
irgend einen Quotienten 

Iw.,...wr;u+t4d,v--ie . 

(9.) ACzE ZU El \ Bis... ). 

I(w,...Wr;U,V) ‚ 

so ändert dieser nur sein Vorzeichen, wenn man ®,, ... =, um eine be- 


liebige ganze Periode T\,, ... 


[i 
T, vermehrt (vorausgesetzt, dass wir unter 
Or 22. 0,5 &r ».. &, ganze Zahlen verstehen); und zwar ist: 


(10.) O(w,+T,, ..- 8. +T,) = -D’Olw,, -.. %,), 


wo der Exponent S durch folgende Summe dargestellt wird: 


(11.) S = 3 (m,e,—n,d,). 


al 
Wir können aber auch O(w,, w,) als abhängig von «,, ... , ansehen, 
indem wir die Gleichungen (6.) gelten lassen. Vermehrt man dann «,,... «, 
um eine Periode mit beliebiger Charakteristik (p, g). so bleibt die Gleichung 
(10.) bestehen, nur hat man in dem Ausdruck von S für m,. », die Ditte- 


VENZENn P,—Paros Ja —Qus, ZU substituiren: 


(12.) Ss= z (Pe—Paro)da— (Ge are)0.) 


Hieraus ziehen wir-folgenden Schluss. Wenn wir von der Funetion 


BE. 2 a 9) 


0: b/ / 
ausgehen und alle diejenigen betrachten, die aus ihr hervorgehen durch 
Vermehrung von #,, ... «, um halbe Perioden, so muss unter diesen eine 
bestimmte: 


! I} 1; ! 


existiren von solcher Beschaffenheit, dass der Quotient 
Fu... u; +40',v'+4E) 


(13.) Wi... u,; u, v') = Fin... u,) 
sich in Bezug auf die Perioden genau so verhält wie O(w,. ... w,). Die 
Charakteristiken 
(14.) BE; 8 
hei, ... 4& TRERBEE ° © 


und die entsprechenden halben Perioden nennen wir dann correspondirende. 
Es ist leicht, die Congruenzwerthe der Grössen Ö’, € zu bestimmen. 
aus der Gleichung (13.) folgt: 

Faütt, ...%+7)=(-1’Fu,... u), S'= & (p.&.—q Ö',). 
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Es muss nun: 

S=S' (mod. 2) 
sein für beliebige ganze Zahlen p,, ».. Pass Is +»: G.. Daraus folgt: 
.=lb, &,=e, (mod. 2) EN 
(15.) .=E=0 für e=r+l ‚.. 0 


2 





aa GI ar EA er 5 
Aus diesen Uongruenzen ist zu erkennen, dass die Charakteristik (40', 4e) 
der ausgezeichneten Gruppe angehört. Wir haben also folgenden Satz: 

Fasst man irgend eine halbe Periode der Funectionen h(w,, ... @,) 
auf, so gehört die correspondirende halbe Periode von f(a,, ... @,) der aus- 
eezeiehneten Gruppe an, und zwar ist es diejenige, in deren Charakteristik 
die Zahlen di, ... d,, &, ... &, mit den entsprechenden der gegebenen 
Charakteristik übereinstimmen. 

Als Nenner der beiden Quotienten wählen wir irgend welche gerade 
oder ungerade 'T'hetafunetionen: 

Ib, 2... u 


Es ist angemessen, correspondirende halbe Perioden beider Functionen mit 


o)m und Ilm, ».. Cr) 


demselben Index zu bezeiehnen. Dann können wir dem letzten Satz dureh 
folgende Formel darstellen: 


Fu, ... N, mK pe Fı,, PAS w; nK 


(16.) — wi i 
16.) Fun... Uy)ın FW, ... Wr)n Ka, ed: 


\ 


Hier bedeutet f(w,, ... @,) eine Abelsche Funetion der Klasse. 


$s 11. 
Wir betrachten das in $ 9 aufgestellte Gleichungssystem genauer 
unter der Voraussetzung, dass sämmtliche vorkommenden Charakteristiken 


aus Hälften ganzer Zahlen gebildet sind. Dementsprechend schreiben wir: 


%u, er Us , 12) 


2 Zy(e, ... 05 e, Fe) pl, a = 5 u, 


2 2 


(1.) 





Hier sind 
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drei Reihen ganzer Zahlen, die durch folgende Gleichungen verbunden sind: 


d, = > . ar „>= & a 
2.) r ’ für a < Ir. 
e u Aigen e, +8; €, a, €, ns E, | 
Ö, 23 0 D ©. zn & für A sh. l i En 0. 





Diese Gleichungen zeigen, dass die Charakteristik (40, Le) nicht ganz will- 
kürlich genommen werden darf, sondern dass die 7 Uongruenzen 
(3.) &,40 Ze, (mod. 2) (a=1 r) 


bestehen müssen. Deswegen werden auf diese Weise auch nicht alle 4 


( 


geraden und ungeraden Funetionen 9,, dargestellt, sondern nur 2%”, oder. 
was dasselbe ist, 2°**” unter ihnen. Diese 2°°'* Gleiehungen zerfallen in 
2° Gruppen; und eine solehe Gruppe von 4° Relationen bekommen wir. 
indem wir die Zahlen g,,. ... 9,, Aı. ... Ah, allein variiren. 

Für die Vermehrung der Elemente einer Charakteristik um zanze 
Zahlen p, g gilt die Reduetionsformel: 


Ö < N Fp.e / ) wi 
(4.) 9a, lt 5 -q) : (—1)' Mr oo. U: | 


c) > 


sodass die Zahlen q,. ... q, gar keinen Einfluss auf den Werth der Fune- 
tion haben. Man kann hierdurch jede 'T’hetafunetion so redueiren, dass alle 


. Ö . . Ä 
Elemente , entweder 0 oder —4 sind, und die 4° Ausdrücke, welche auf 


diese Weise auch dem Vorzeichen nach bestimmt sind, durch Indiees unter- 
scheiden. Das Gleiche gilt von den Grössen und w. Wir wollen aber 
auch Indices einführen für bestimmte Gruppen halber Perioden. 

Wir treffen für die Bezeichnung eine ganz bestimmte Festsetzung. 
rı soll stets eine rein imaginäre halbe Periode bedeuten, also eine solche. 
deren Charakteristik die Form hat: 

a 4, Ds 


a WER - 
Hier sollen aber nur die ersten 7 Zahlen &,, ... &, beliebig sein. Erstreckt 
sich die Reihe über 7 hinaus, so sollen die folgenden: &,,,, &,,, bis &, den 
Werth O0 haben. Greeht die Reihe noch weiter, so ist 2,1 = —&....&.,,= —& 
anzunehmen. Wenn demnach eine halbe Periode 7 gegeben ist für die 
Funetion w(w,, ... @,), so wird durch dasselbe Zeichen zugleich eine be- 
stimmte halbe Periode definirt für die übrigen Klassen von T'hetafunetionen: 


29* 
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IWW) Hay»: U Pldı, «++ do) 
w sei das Zeichen für eine reelle halbe Periode. In der Charakteristik von w: 
(P% Pu en 2 
We 

sollen aber auch nur die ersten 7 Zahlen d beliebig sein, und die folgenden 
denselben Bedingungen: 

06, = Me amst 2440 

O0, etc. 
genügen. Durch eine Combination zw kann für die Functionen I(w,, ... w,), 


w(%,, ... w,) jede beliebige halbe Periode dargestellt werden, dagegen für 
die Funetionen g(®,, ... v,) nur solche, deren Charakteristik die Form hat: 


(39, iu ri 0, 0, 0, 2 
‘38, Be JE, Ö, 0, Ö, : 


und für die Funetionen I(w,, ... a,) nur eine ausgezeichnete halbe Periode. 


Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir dazu über, in der Gleichung (1.) 
Indices einzuführen. Es sei: 


Öö 
u, A Ee 


€ 

— b) 5) = +4 (Ü,, ... U); 
ö € 

v(v,, ... Ö,s DR r) = +Y(v,, Pen Oo)n> 


ö'’ e'' 
v(w,, ..o. w,; » b) >) = +twv(w,, ... w,).- 


Ferner bezeiehnen wir die Perioden-Charakteristiken: 
(0, 44) mit a, 


(0, 4e) mit a’, 


I 0) mit w; 


C® 


dass sie den Bedingungen genügen, die wir gestellt haben, geht aus $ 9 
hervor. Dann ist: 


ö+ e+h 
3, ... U,; SER I ) vn. +9%u, ... U,)unw> 


ö e-+e 
Y (v,, ... ©,s > q u > E ) = ty(o,, ... ER 


ö' ee) . 


w(w,, ... w,; > +9; tuv(w,, ER ni 


Da 3% immer eine Function von %, ... %, p eine solche von v,, ... ®,, 
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_ 


w eine von %,, ... w, bedeutet, so können wir bei der Aufstellung des 
Gleichungssystems die Argumente fortlassen. So erhalten wir: 


(5.) + I 1 _- s * On 2’ w, T7E'® 


Der Summations-Index rn’ auf der rechten Seite hat die ganze Gruppe der 
2’ halben Perioden z zu durchlaufen, und wir bekommen die Darstellung 
der 4° verwandten Functionen, indem wir in dieser Formel m festhalten, 
aber n und » variiren. Die 4° verwandten Grössen 9,,, sind hiernach 
ausgedrückt durch 2.2” Grössen g,,„. und w,,; wonach mannigfache Re- 
lationen zwischen den Theta allein sich aufstellen lassen müssten. Hält 
man 7 fest und variirt nur w, so ändern sich auf der rechten Seite nur die 
Vorzeichen. Wir wollen diese noch etwas genauer bestimmen. Um 


ö «te 
ve, AeNE EEE u ) 


als g,,. darzustellen, müssen wir zuerst die Zahlen d’ auf ihre kleinsten 
negativen Reste modulo 2 redueiren. Es sei also: 


Wi ’ 

a | | 
35 r 

Ö, Er 

.. ee Tr d 1 | ....), 


wo jedes S und 5 gleich O0 oder —1 ist. Dann folgt aus der Reductions- 
formel (4.): 


"d,.(&,+e,) 
ö' te / $ de / 
L Ü,, ... Ü,: >) . > z "= Bra J f, ı’3 


ö' & + e+h n us 
w(w,, ... W,:5 5 TI; > ) or (—1) Var" 
Die Summe der beiden Exponenten: 


0 T 
S= Zd,(&t+e)t2 (d,+g.)(&.+e.+h, 
a 


al 
lässt sich nun zerlegen in einen Theil S,, der von e,,.... e, unabhängig 
ist; der Rest ist: 

T 


S-S,= Z(di+d!+g.)e 


ad 


oder: 
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0 0 

Hierbei sind die Zahlen g,, ... g, von den Indices z, w, zn’ unabhängig: 

sie sind durch die Charakteristiken von 9,, g,, w, allein bestimmt. Wir 

können also (—1)” zerlegen in drei Factoren, von denen der erste, (—1)”, 

allen Gliedern der Summe gemeinsam ist und deshalb fortgelassen werden 

kann; der zweite 


„0 
(6.) a) = N 
hängt nur von zn’ ab, der dritte 
(7) (ao) = 1“ 
nur von a’ und wo. 
Die 2° Indices 7 lassen sich aus 7 primitiven zusammensetzen; das- 
selbe gilt von den @. Deswegen sind die Gleichungen von Wichtigkeit: 











(an'\w) = (n o)(n'|o), 
% aloo) = (alo)Calar) 
aa) = (aa), 


die sich unmittelbar aus der Darstellung der Zeiehen ergeben. Zur Gruppe 
gehört jedesmal auch der Index 0 oder die ganze Periode, und es ist (z|w)=1. 
sobald z oder ® Null ist; das Entsprechende gilt von dem Zeichen (zn). 

Nach Einführung dieser Vorzeichen können wir das Gleichungssystem 
(5.) genauer so darstellen: 

(9) In = Eau 

In der Gruppe der halben Perioden n und & befindet sich auch die halbe 
Periode 0. Indem wir diese Fälle rm =0, ®=0 besonders berücksichtigen, 
erhalten wir die vier Formeln: 
+4, ww (par Wem; 


I = Sa) |o)pan Yon 
su’ 

va 7 sun (a) f. z Van; 

+9... = =(a)(a|o) m 


+ 


(10.) 


+ 





wo jetzt n und ® als von O verschiedene Indices der betreffenden Gruppen 
anzusehen sind. 

Wir haben schon gesehen, dass nicht für jede Function 
I = Hlh, ... U; 10, 1e) 


m > 


diese Gleichungen gelten, sondern dass die Charakteristik den Uon- 
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gruenzen genügen muss: 
Ze, (Mod. 2). 
Dieser Bedingung wollen wir eine andere Form geben. Es sei 4 
eine beliebige von den 4° Functionen des Systems; wir denken uns dann 


die (aruppe der 2” Funetionen 9 ebildet, die aus 9,, entstehen, indem 


vr 
> 


man zu den Argumenten alle reellen halben Perioden der ausgezeichneten 
Gruppe hinzufügt. Eine solehe Funetion 


$ , = 9m, Bo 7 


«L 


ö+g EN 
ut, 
ist gerade oder ungerade, je nachdem die Summe 
>(),+9,)e,=0 oder 1 (mod. 2) 


ist. Soll sie denselben Charakter haben wie 9 . so muss 


y q,E)z 0 mod. 2) 


1 
i 


sein. Wenn nun entweder alle 2° Funetionen 9, gerade, oder alle un- 
serade sein sollen, so muss die aufgestellte Congruenz bestehen für alle 
ganzen Zahlen g,, -.. 9,, die den Bedingungen 
ern Fr a sc, 
et A ertrk:. . 0 

genügen. Das ist aber nur dann der Fall, wenn jedes &,,, eongruent &, ist. 

Die Gleichungen (10.) sind also an die Bedingung geknüpft. dass 
alle 2° aus 9, entspringenden Funetionen 9,, denselben Charakter haben 
wie %,. Unter dem Charakter von 9, verstehen wir hier den Werth des 
(Juotienten: 


I—U,... —Uu 


Wir kehren zu dem Fall «= 1 zurück. Dann haben wir statt der 
Reihe w,, ... @, nur eine einzige Variable w, oder w, und es ist nach $ S: 
(1.) c=u—u, Gut, 
dagegen: 
(2.) na see 


0’ 


Die 'T'hetafunetion eines Arguments, Y(w; u, vr), welehe zur Fläche @, ge- 
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hört, haben wir schon in $ 3 aufgestellt, wenigstens die ungerade: 

uw; —4, 4) = Ilw). 
Behalten wir den dort eingeführten Modul 7 bei, so ist 

X(n)=n't, 4ln) = 2un’t, 
also: 

(3.) v(w) = Ilw|2r). 

Die Gruppen halber Perioden ® und z reduciren sich hier, wenn man von 
der halben Periode 0 oder der ganzen Periode absieht, auf je eine. Diese 
von O0 verschiedenen halben Perioden wollen wir jetzt z und ® nennen. 
In den Gleichungen (10.) des vorigen Paragraphen ist dann die Summation 
nur auf die beiden Werthe 7 =0 und n’=n auszudehnen; und da die Vor- 
zeichen (a’), (r’|w) gleich 1 sind für "=0, so folgt: 
+4, = WA) Pan Yıns 
(4.N = Ri = p.W%, p (a) Io) SanWrns 
or: In = PnYınt (A) Pan Wr> 


+9,20 = Ya t MD alo)pnY. 








Hier muss offenbar 

(no) = —1 
sein, weil sonst $,, mit 9, , identisch wäre. Das sehr unwesentliche Vor- 
zeichen (z) setzen wir gleich d. Ferner schreiben wir auf der linken Seite 
statt + überall das positive Zeichen; wir denken uns also die Functionen 
+ mit solchen Vorzeichen behaftet, dass die Gleichungen ohne weiteres 
eültig sind. Auf diese Weise erhalten wir die vereinfachte Gleichungsgruppe: 


F, = f w. + dy n7ı V,.n 9 
C \ 
\ E ._ f„ ıv, ng; Ö f nn w, T» 
(3.) 


. Fun = mVnt pn dr 

Fun 7 Wlan Yan dr 

Solcher Gruppen von je vier Gleichungen existiren 2°°”', ebensoviel, als 
Funetionenpaare 





PlOı, »0: Vodns PlOdız - +. Oo)ın 
vorhanden sind. Die halbe Periode, deren Zeichen rz ist, nennen wir die 
ausgezeichnete halbe Periode der Funetionen %. 
Es sind nun bei der Betrachtung des Gleichungssystems (5.) zwei 
Fälle zu unterscheiden. In unseren Voraussetzungen liegt, dass 9, und 
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3. den gleichen Charakter haben. Dasselbe gilt offenbar von 9,,. 9... 
da das Product der beiden Ausdrücke auf der rechten Seite offenbar eine 
gerade Function ist. Diese beiden ausgezeichneten halben Perioden z, 
sind also syzygetisch, obwohl die correspondirenden und mit demselben 
Zeichen behafteten halben Perioden der elliptischen T'heta azygetisch sind. 

Jetzt lassen sich alle 4° Grössen 9, in vier Hauptgruppen von je 
4° Gliedern eintheilen. Es sei 9, irgend eine T'hetafunetion. Bildet man 
dann die Reihe der vier verwandten Grössen 

e ’ F, 19 Bi ’ v2 TE 3 
so sind nur folgende Fälle möglich: 

Entweder alle vier Grössen sind von demselben Charakter. Dann 
sagen wir: 9, gehört zur Gruppe (0). Oder zwei der Funetionen sind 
gerade, die beiden andern ungerade. Dann giebt es unter den drei halben 
Perioden rz, ®, now eine bestimmte, «, welche 9, in eine Funetion 9, von 
demselben Charakter überführt. So erhalten wir vier verschiedene Gruppen: 


\ ir - \ 
(0), Tr), 9), 10 ), 


und es ist vorauszusehen, dass in algebraischer Beziehung die drei letzteren 
sich völlig gleich verhalten werden. In dem Gleichungssystem (5.) ist frei- 
lich die eine halbe Periode bevorzugt; es muss 9, entweder der Gruppe (0 
oder der Gruppe (w) angehören. 

Auf ähnliche Weise zerlegen wir auch die Gesammtheit der 4° Func- 
tionen g(v,, ... ®,). In zwei Hauptgruppen, je nachdem g,, %,„. 
chen oder entgegengesetzten Charakter haben. Im ersten Fall wollen wiı 
p,„ als beständige, im zweiten als wechselnde Function bezeichnen. 


den giel- 


I. Betrachten wir zunächst den Fall besonders, wo 9, der Gruppe 
(0) angehört, also alle vier verwandten Functionen den gleichen Charakter 
haben. Dann sind die Quotienten 





u T 7 v MTTW Aue Vrn 
6 tn | 053 WB 
( ) Fur—Y9 ırıu nz fan 
ee 


nothwendig gerade Functionen ihrer Argumente: es gehört also %, in die 

Gruppe der beständigen Functionen. 7 ist eine rein imaginäre halbe Periode. 

w eine reelle. Wenn wir die drei geraden elliptischen Thetafunetionen: 
”w; 0, 4), uw; 0,0), u; —i, 0 
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nach Herrn Weierstrass mit 
3,(w), Ilw), Fl) 
bezeichnen, so entspricht » dem Index 1, rn dem Index 3: 
v»=1l, ss=2 z2=8. 
Ist r irgend einer der vier Indices 0, 1, 2, 3, so ist w,(w) diejenige Func- 
tion, welche aus 9,(w) entsteht, indem man den Parameter 7 durch 27 
ersetzt: 
v,(w) = I,(w|2r) =0,1,2,3), 
Wäre nun r=0 oder rn, so wäre von den beiden Functionen y,, w,, die 
eine gerade, die andere ungerade. Wenn also der Quotient gerade sein 
soll, so müssen die beiden Funetionen y,, y,, mit %,, W,. identisch sein, 
oder, was dasselbe ist, mit w,, w,. Da wir in den Summen der rechten 
Seite jedes Glied als Anfangsglied auffassen können, so dürfen wir: 


v,(W) air w. (w), V,n (W) Pr Y, (%) 





annehmen. 

Setzen wir jetzt voraus, dass 9,, eine ungerade Funetion von %,, ... %, 
ist, und dass in der Entwickelung von 9, nach homogenen Functionen der 
Argumente das Anfangsglied, welches wir x, nennen wollen, von der ersten 
Dimension ist, so muss sich dieses lineare Anfangsglied aus den Anfangs- 
gliedern ®,, ®,, von g, und g,„ zusammensetzen: 


u, = W(O)v, tw (Od... 


Entsprechende Gleichungen gelten für %,. %urs Una Wenn wir also nicht 
ıy 22. %,, Sondern ©,, ... ©, und w als die unabhängigen Variabeln an- 
sehen, so verschwindet die Ableitung von «, nach w: 
eu 

Es geht sogar aus dem Gleichungssystem hervor, dass von allen Functionen 
+, die der Gruppe (0) angehören, die Ableitungen nach w verschwinden, 
sobald w allein gleich 0 gesetzt wird; denn die Ausdrücke auf der rechten 
Seite enthalten nur gerade Funetionen von w. 

Ferner zeigt sich: Wenn die Anfangsglieder aller vier Funetionen 
$,, $,. ete. von der Dimension <# sind, so kann auch die Entwickelung 
des entsprechenden 9, nieht mit einer niedrigeren Dimension beginnen. 

II. Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Fall, wo 9, der Gruppe 
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(o) angehört; und zwar mögen 9,, 9, ungerade, die beiden andern gerade 
Functionen von #,, ... @, sein. Dann müssen die beiden Quotienten 
Unr Wrn 


En , 
ungerade Functionen sein; es gehört also y, der anderen Hauptgruppe an, 
und von den beiden Functionen w,, w,, muss die eine mit w(w), die andere 
mit ,(w) identisch sein. Wir setzen: 
Y(w)=YlWw), %r(w) = wem). 

Da wir 9, als ungerade, y, aber als gerade voraussetzen, so muss , eine 
ungerade, g,, eine gerade Function von ®,, ®%, ... v, sein. Der Werth, 
den die letztere annimmt, wenn die Argumente gleich 0 gesetzt werden, 
möge mit c,, bezeichnet werden. Indem wir dann in den beiden ersten 
der Gleichungen (5.) die Anfangsglieder vergleichen, erhalten wir: 

u. = w(O)e,+de,,y(O)w, 

uU, = VW Ö)e,— de, v(( )w. 
Hier wird im Allgemeinen die Ableitung von «, nach ®w von O0 verschieden 
sein, aber zu bemerken ist Folgendes. Die Functionen dieser Gruppe (w) 
sind paarweise vorhanden, indem jedem 9, ein bestimmtes 9,, von dem- 
selben Charakter entspricht. Ist das Anfangsglied », von einem ungeraden 
3, gegeben, so erhält man aus demselben das Anfangsglied von 9, ,, indem 
man einfach ® durch —w ersetzt. 

Im vierten Bande der Acta Math. hat Frau von Kowalevski eine 
Untersuchung veröffentlicht, die ein verwandtes Problem behandelt, aller- 
dings mit der Beschränkung auf den Falle=3*) Mit dem Gleichungs- 
system (5.) in diesem Paragraphen sind die Gleichungen (8.) auf S. 403 der 
Kowaleeskischen Arbeit zu vergleichen; auch dort wird untersucht, welche 
Folgerungen sich aus diesen Formeln für die Anfangsglieder der ungeraden 
T'heta ergeben. 


$ 13. 
Wir leiten noch zwei einfache Formeln durch Elimination von 9,, 
Par aus den Gleichungen (5.) ab. Erstens ergiebt sich unmittelbar: 
(1.) PP —P_ —#P_ +9, = 0, 


mW mm \ MTIW 


*) Ueber die Reduction einer bestimmten Klasse Abelscher Integrale dritten Ranges 
auf elliptische Integrale. Acta Math. 4. 


30* 








236 Schottky, über die charakteristischen Gleichungen symmetrischer ebener Flächen. 


eine sehr einfache Relation zwischen den vier verwandten T'heta. Voraus- 
gesetzt ist hierbei, dass 9, der Gruppe (0) oder (w) angehört; aber offen- 
bar bleibt die Formel auch bestehen, abgesehen von Vorzeichen-Aenderungen, 
wenn man diese Voraussetzung aufgiebt. 

Zweitens können wir eine lineare Gleichung zwischen 9,, 9, und 
I. aufstellen, deren Üoefficienten zwar nicht constant, aber nur von w 
abhängig sind. Wir multiplieiren die erste Gleichung mit w,,+y;, die zweite 
mit ,,—w, und addiren. Dann erhalten wir: 

Vaty)It Ya) Ina TU Yrn Fun 

Nun ist entweder 


Vrn =v,, yv,— 122 


oder: 

YnamYy W,=W;, 
je nachdem der eine oder der andere von den beiden Fällen eintritt, die 
wir im vorigen Paragraphen besonders betrachtet haben. Wir stellen nun 
das bekannte Formelsystem auf, welches die elliptischen Thetafunctionen 
mit dem Parameter 7 und die mit dem Parameter 27 verbindet: 


r(w)— vw) = Il) I;(lWw), 
ww) +w (eo) = I(0)I,(w), 
2y,(w)w,(w) vr 3,(0)9,(w), 


Yw)— ww) = (0)%;,(W), 

(3.) v(w)+w(w) = I(0)d;(w), 

2y,(w)yv(w) = I,(0)Iw). 

Setzen wir wieder w, rw, rı an Stelle der Indices 1, 2, 3, so erhalten wir 

in dem einen Falle, wo 9, der Gruppe (0) angehört: 
Ir I = IN Il) r) 


Wenn dagegen 9,, in der Gruppe (w) enthalten ist, so haben wir das System 


> 


(3.) anzuwenden und erhalten so: 
5) IE I OD) Iun- 
In beiden Fällen ist es offenbar erlaubt, m durch mw zu ersetzen, wodurch 


man jedesmal eine zweite lineare Gleichung zwischen den vier verwandten 
Funetionen Fa, ... %,), ete. erhält. 
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*) Das Functionszeichen 9, dem keine Argumente beigefügt sind, bedeutet immer: 
Pak. +4 U,). 
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$ 14. 


Wir wenden auf die hier betrachteten Abelschen Functionen einen 
Weberschen Satz an. Es sei gestattet, zunächst einiges zur Erläuterung 
desselben vorauszuschicken. Wenn irgend eine algebraische Gleichung 
oten Ranges 


(1.) G(z, Y) == U 
gegeben ist, und 
(2.) Ya, y) Say), 


o linear unabhängige Integrale erster Gattung sind, die dieser Gleichung 
entsprechen, dann existirt eine Klasse Abelscher Funetionen f(u, «, 
deren Perioden übereinstimmen mit denen der Integral-Reihe, und ein zuge- 
höriges System theils gerader, theils ungerader T'hetafunetionen (u, w, ...).. 
Ist ©,, ungerade, so bezeichnen wir mit a, das lineare Anfangsglied in der 
Entwickelung von ©,, und mit J, das Integral erster Gattung, welches 
entsteht, wenn man die Argumente a, «, ... durch die entsprechenden Inte- 
grale ersetzt. 

Wir fiihren ferner als Hülfsgrösse eine Function 7 von x und y ein *), 
welche im Gebilde (xz,y) keinen singulären Punkt besitzt, also auch nie 
unendlich wird, ausserdem aber noch folgende Eigenschaft hat: Wenn man 
irgend eine Stelle z,, y, des Gebildes ins Auge fasst und mit n, den zu- 
gehörigen Werth von n bezeichnet, so soll niemals 7—n, in diesem Punkte 
von höherer als der ersten Ordnung verschwinden. Bekannt ist, dass solche 
Funetionen existiren, wenn auch, sobald oe >1 ist, weder unter den ratio- 
nalen Functionen noch deren Integralen. 

Ist dann J(x,y) irgend ein Integral erster Gattung, so ist die Ab- 


leitung 
da, y) 
dn 


eine Function von z, y, die an 202—2 Punkten verschwindet, aber nie un- 
endlich wird. Für die besonderen Integrale J,, die den ungeraden © ent- 
sprechen, fallen diese Nullpunkte paarweise zusammen, sodass auch die 
irrationale Grüsse 
dJ,.(x, y) 
dn 
im ganzen Gebilde regulär bleibt. Wir nennen eine Grösse 








*) Vgl. F. Klein: Zur Theorie der Abelschen Functionen, Gött. Nachr. Nr. 7, 1889 (S. 4). 
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w-\z- Ye 
dn 
in welcher Z die Ableitung eines Integrals erster Gattung nach n ist, deren 
Nullpunkte paarweise zusammenfallen, mit Herrn Weber eine Wurzelfunction. 
Der Quotient von zwei Wurzelfunetionen ist unabhängig von der transcen- 
denten Hülfsgrösse 7 und ist eine algebraische Function von z, y. 

Es ist eine rein algebraische Aufgabe, die Gesammtheit aller Wurzel- 
funetionen zu bestimmen, die zu einer gegebenen Gleichung G(z, y) = 0 
gehören. Ist sie gelöst, so kann man jede Wurzelgrösse durch einen Index 
bezeichnen. Trifft man die Bestimmung, dass zwei Grössen W, W' den- 
selben Index erhalten, wenn ihr Quotient constant oder in x, y rational ist, 
so genügt zur Bezeichnung aller existirenden Wurzelfunetionen eine endliche 
Anzahl von Indiees. Wir können diese Indices eombiniren, wie die von 
T'hetafunetionen. Es seien W,,, W,, W, drei Wurzelgrössen. Giebt es dann 


eine vierte, W,, sodass 


WW, 
WW, 
eine rationale Funetion von x, y wird, so setzen wir: 
qg = mnp. 


Giebt es keine solche, so ist auf diese Weise wenigstens der Vorrath an 
Indices vermehrt, indem alsdann zur Gruppe derselben noch map hinzu- 
tritt, wenn auch zu diesem Index keine Wurzelgrösse existirt. 
Vervollständigt man das System in dieser Weise, so erhält man im 
Ganzen 4° Indiees, die sich als Combinationen ungerader Ordnung von 2o-+1 
primitiven darstellen lassen. Ferner entspricht jedem Index m eine ganz 
bestimmte Zahl %,: die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen, 
die zum Index m gehören. %, ist im Allgemeinen O0 oder 1, kann aber 
bei besonderen Gleichungen für einzelne Indices auch grösser als 1 werden. 
Jedem Index m des Systems ist nach Herrn Weber eine der 4° 
T'hetafunetionen zugeordnet, und die Zahl %, giebt die Dimension des An- 
fangsgliedes in der Entwicklung von ©,. Ist A, =1, so fängt die Ent- 
wieklung von ©, mit einem linearen Anfangsgliede «,, an; diesem entspricht 
ein Integral erster Gattung, J,, und die zugehörige Wurzelfunetion ist: 


W.=Y ”), 


*) H. Weber: Ueber gewisse in der Theorie der Abelschen Funetionen auftretende 
Ausnahmefälle. Math. Annalen, Bd. 13. 











uni NN NE RS REN ESPORT 
h NER DE ES Kr 
ve ea Free 


a TEEN ET Te, 
RATE ARTE ENTE 





0 0 


EREREEE 








R gt IS » age EERTE: en 
ee ee Fee 





ee 


er 


RER 








Schottky, über die charakteristischen Gleichungen symmetrischer ebener Flächen. 239 


Ich habe diesen Satz, der wohl zu den wichtigsten in der T'heorie der Abel- 
schen Funetionen gehört, deswegen ausführlich und in einer für unsere An- 
wendungen besonders bequemen Form dargestellt, weil er die Grundlage 
für die folgenden Betrachtungen bildet. 


Wir wenden uns nun zu der Aufgabe: 


Die sämmtlichen Wurzelfunetionen zu bestimmen. welche dem Glei- 
chungssystem: 


G(p, g) un v, 


= H(p, q) 


in dem Falle entsprechen, wo die erste Gleichung, @ = 0, vom Range 1 ist. 


Wir könnten hier, etwa durch Elimination von p oder g, die beiden 


Gleichungen durch eine einzige ersetzen. 


$ 3, das elliptische Integral erster Gattung, 


Form 


YS(t) 


2 — 
9° (M) 


Vortheilhafter aber ist es. wie in 


t, einzuführen, und z auf die 


zu bringen, was durch Absonderung eines rationalen Factors immer mög- 


lieh ist. 


Es giebt o=_g-—1 linear unabhängige Integrale erster Gattung, 
welche die Form haben: 


[ R'(p, g)dp 


= 


Ein solches Integral kann, wenn man die Variable £ einführt, so darge- 
stellt werden: 


rar 


= 


Ds 


wo r(f) eine elliptische Function mit den Perioden 1 und r bedeutet. Often- 


bar darf diese nur unendlich werden für {=0, und auch nur von der 
Ordnung. 


enthält linear-homogen o unbestimmte Coeffieienten. 


Wir setzen deshalb: 


rd = FÜ). 
Dann ist F(t) eine eindeutige, beständig reguläre Funetion von f, 
in Bezug auf die Perioden genau so verhält, wie die ote Potenz von FU). 
Wir nennen darum F(t) eine T'hetafunetion oten Grades von f; eine solche 


Auf 


kommen wir zu folgender Darstellung des Integrals: 


yFOdı_ 


YS(t) 


ÜleSe 


Dieser Ausdruck repräsentirt, da in F(f) o unbestimmte Üoetficienten ent- 


Gten 


die sich 


\W eise 
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halten sind, o = g--1 linear unabhängige Integrale erster Gattung. Zu diesen 
tritt noch # selbst hinzu. Die allgemeine Form des Integrals erster Gattung 
ist demnach folgende: 


F(Ü+eyS(t) 
3. = — dt 
( ) /- ys(i) 3 
wo c eine Constante, F(t) eine T'hetafunetion oten Grades bedeutet. 
Wenn wir setzen: 


ice fm LION 


so ist 7, wie man sofort erkennt, eine Hülfsgrösse von der Art, wie sie 


vorhin gefordert wurde. Die Ableitung des Integrals J nach n bezeichnen 
wir mit Z: 





(5.) Z=——- = FiÜ+cYS(). 
Dies ist eine Grösse, die im Pr an 20—2 = 20 verschiedenen Punk- 
ten des Grebildes verschwindet. Es ist nun die Aufgabe, ce und die in Ft) 
enthaltenen willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dass die Nullpunkte 
von Z paarweise zusammenfallen. Wir werden diese Aufgabe lösen können, 
wie schon aus der vorangegangenen Betrachtung der Anfangsglieder hervor- 


geht, indem wir e=(0, aber auch, indem wir ce als von O0 verschieden an- 
nehmen. 


$ 15. 
Wir suchen zuerst diejenigen Wurzelfunctionen auf, für welche ce = 0 
ist, die also die Form haben: 
| W = VF). 
F(t) ist eine T'hetafunction oten Grades. Diese muss sich in o einfache 
Faetoren I(t—t) zerlegen lassen. Wenn f einen der 20 besonderen Werthe 


(1.) TR PART © 
hat, wofür S(t) verschwindet, so verhält sich nicht nur I(t—?'), sondern auch 
VI@=P) 


im Gebilde p, g, z überall wie eine rationale Function. Daher müssen wir 
die Möglichkeit zulassen, dass F(f) für einige Werthe der Reihe (1.) von 
ungerader Ordnung verschwindet. Es seien dies die Werthe 

(2.) ee 
die Anzahl derselben sei / und ihre Summe s. 
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Jedenfalls kann / nicht grösser als o sein. Aber es kann auch. im 
Allgemeinen wenigstens, / nicht gleich o sein. Denn angenommen, es wäre 
I=o, so würde F(f) als T’hetafunetion oten Grades nur für diese o Werthe 
t,, £;, ... und die ihnen eongruenten verschwinden: es wäre also: 

(3.) Ei te dt eh, 
Wir schliessen diesen besonderen Fall aus, dass eine solche Gleichung 
schon zwischen o Grössen der Reihe (1.) besteht. Demnach muss / << o sein. 

Bilden wir das Produet: 

(4.) PO = It-1,)9(t-1,)...I(t—t;), 
so ist F(t) durch Pt) theilbar, und der Quotient wird eine im Endlichen 
beständig reguläre Function sein, die an keiner Stelle von ungerader Ord- 
nung verschwindet. Dieser Quotient ist deshalb auch das Quadrat einer 
eindeutigen Function, die wir Q(l) nennen wollen: 

(5.) FD) = POQM. 
Es sei % die Anzahl der ineongruenten Werthe, für die O((H=0 wird. jeder 
so oft gerechnet, als die Ordnungszahl beträgt. Dann folgt aus der Glei- 
chung (5.): 

(6.) o= I+2%. 
Es muss also / congruent o modulo 2 sein. 

Da die Summe der / Werthe, für die P(f) verschwindet, gleich s ist. 

so ist der Quotient 
Po 8°(t+ 5) 
+2) 

eine elliptische Funetion mit den Perioden 1 und r. Dasselbe gilt von 

Fı) _ POQ’O 

3(t) Bar alg) ‚’ 
folglich auch von dem Quotienten beider Ausdrücke. Dieser ist aber das 
Quadrat einer eindeutigen Funetion: 

Qt) 

el z) 
q(t) selbst also bleibt entweder ungeändert bei jeder Perioden-Aenderung 
von £, oder es wechselt bei manchen Perioden sein Zeichen. Im letzteren 
Falle giebt es einen bestimmten "T'hetaquotienten 


3,(t) 
Fe) ' 


alt) = 
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der sich in Bezug auf die Perioden genau so verhält, wie g(f). Dann geht 
ad) in eine elliptische Funetion der Klasse (1, 7) über, wenn man den 
Factor 914 5) im Nenner ersetzt durch 9, (t+ 5)' 


O1 
a TE 
2 
Hiernach lassen sich alle Wurzelfunetionen der Form 
W = YVF() 
in folgender Weise bilden. Aus den Factoren von 
so) = N34-t) 
ist ein Produet en 
Pi) = I+(t—1,)I(t—1;)...I(t—t,) 
zusammenzusetzen. Die Anzahl / der Factoren dieses Produets muss kleiner 


als o und congruent o modulo 2 sein, sodass 
o—l 


———h 


— 


eine positive ganze Zahl ist. Ferner wählen wir unter den vier elliptischen 

Theta eine beliebige, 9,(t), aus und bestimmen eine im Endlichen beständig 

reguläre Function Q(f), welche die Eigenschaft hat, dass 

en 
AN ut + 

990, (14 «+4 +) 


eine elliptische Funetion mit den Perioden 1 und 7 ist. Dann stellt 


YPOOO 
eine Wurzelfunetion dar; und zwar bekommen wir auf diese Weise jede, 
für welche e=0 ist. 
Wir bezeichnen diese Ausdrücke als die Wurzelfunctionen der Gruppe 
(0). Wenn die Factoren von P(?) und der Index » gewählt sind, so ist damit 
im Allgemeinen Q(t) noch nicht völlig bestimmt; es giebt k = 1(0—7) linear 
unabhängige Functionen Of), welche den Forderungen genügen. 








$ 16. 
Wir nehmen zweitens ce als von O0 verschieden an. Dann ist die 
Thetafunetion oten Grades F(t) so zu bestimmen, dass der Ausdruck 
(1.) Z = FÜ+eVS(N) 
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in jedem Punkte des Gebildes, wo er 0 wird, von gerader Ordnung 0 wird. 
Zugleich mit S(f) kann Z nicht verschwinden, wenn diese Bedingung er- 
füllt sein soll. Denn sonst müsste auch F(f) verschwinden, und zwar wäre 
dann YS(f) von der ersten, F(f) von höherer Ordnung 0: also wäre für Z 
die Ordnungszahl an dieser Stelle eine ungerade. 
Die zu Z eonjugirte Grösse: 
Fi—.ce\Ss(t) 
muss dieselbe Eigenschaft haben wie Z; folglich muss die Norm 
F(O—-ec'S(t) 
eine eindeutige Function von £ darstellen, deren Nullpunkte paarweise zu- 
sammenfallen. Diese Norm ist daher das Quadrat einer beständig regulären. 
somit eindeutigen Funetion von F: 


(2.) FH-eSH = @t). 
Nun sind die Quotienten 
F(t) S(t) 
IVau (t) Ft) 
elliptische Funetionen von £ mit den Perioden 1 und r. Dasselbe gilt. 


wie aus der Gleichung (2.) hervorgeht. von dem Quadrat des folgenden 
Quotienten: 


AO) 
(3.) 3°(t) j 


Somit kann der Ausdruck (3.) selbst nur sein Vorzeichen ändern, wenn man 
t um eine beliebige Periode m+nr vermehrt. Die Annahme, dass er ganz 
ungeändert bleibt bei jeder periodischen Aenderung von f, ist auszuschliessen. 
Denn nehmen wir dies an, so wären auch 
Fi)-+G(t) Fi )—G6G(t) 
3°(N) ”°(t) 
elliptische Funetionen der Klasse (1,7), und es wäre der Zähler jedes der 
beiden Ausdrücke eine Thetafunetion oten Grades. Nun ist aber das Pro- 
duet der Zähler: 


(4.) FO-EG = Sl): 
folglich wäre das Product 
(5.) Ss(t) = NM »(t—1,) 


zerlegbar in zwei T'hetafunetionen oten Grades mit den Perioden 1. r. Dies 
51” 
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ist aber nur dann möglich, wenn in der Reihe der 25 Grössen £, o existiren, 
deren Summe congruent O0 ist. Diese Annahme haben wir schon im vorigen 
Paragraphen ausgeschlossen. 

Da hiernach der Ausdruck (3.) nicht selbst zu den elliptischen Fune- 
tionen mit den Perioden 1 und r gehören kann, sondern nur sein Quadrat, 
so muss er sich in Bezug auf die Perioden verhalten wie einer der drei 
T'hetaquotienten: 

VOL OBER FON 
Hl)" aM)! 390 
Demnach werden wir drei neue Gruppen von Wurzelfunetionen 
(1), (2), (3) 


oder: 
(o), Aw), (a) 
zu unterscheiden haben. Wir wollen nur die eine, (1) oder (w), ins Auge 
fassen, da für jede der beiden übrigen die Untersuchung sich ganz in der- 
selben Weise ausführen lässt. Wir nehmen also an, es verhalte sich 
G(t . Fl I, 
Be ou 5 Yu 

Dieser Quotient bleibt ungeändert, wenn man 2 um die ganze Periode w, 
d.h. um 1, vermehrt, und er ändert sein Zeichen, wenn ? um eine der 
beiden ganzen Perioden z oder zw, also um z oder 1-+7, vermehrt wird. 
Dieselbe Eigenschaft setzen wir voraus bei 

co. 

ge)’ 
während der andere Quotient: 

Ft) 

Ft) ' 
ungeändert bleibt, wenn man £ um 1, aber auch, wenn man ? um z ver- 
mehrt. Hieraus folgt, wenn wir: 
(FoO+al) = AD, 
\IFÜÖ-GaÜ = Bi 
setzen, dass die beiden Quotienten 


2 AD BO 
er VO EEEE LIT 


6.) 


Ta 


ungeändert bleiben bei der Vermehrung von £ um die Periode 1, dass da- 


Dickie ei San Bee 
Bi a a N FIT AN a8 Sales ae 





Sr 
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gegen durch die Periode z der eine in den andern übergeführt wird; also: 


Alt+Hl) _ A(t) 
Hl) 22 FM’ 
8. 
(8) Alit+T) BA) 
Hl) FM’ 





und umgekehrt. Beide Quotienten sind demnach elliptische Funetionen mit 
den Perioden 1 und 27. Um sie darzustellen, brauchen wir die 'T'hetareihe, 
welche aus %(f) hervorgeht, indem man 7 durch 27 ersetzt: 

(9.) I (t 2r) _- weh). 


7 


Ausserdem führen wir die zugeordnete gerade Function w, in die Rech- 


nung ein: 
10.) vd = wit, —4, 0) = 3;(t|2r). 


> 


Dann ist, dem in $ 13 aufgestellten Formelsystem (3.) zufolge: 
(11.) Zv(w)w,(w) = #,(V)Ilw). 


Der eine Factor auf der linken Seite wird O für die Werthe m--2nr, deı 
andere für » = m+(2n-+1)r. 
Aus den Gleichungen (4.), (5.) und (6.) geht hervor, dass 


AUBO = EN I(t-t, 
—1 
ist. Also ist auch: 
(12.) AUBO = C. Mwt—t)w(dt—i 
== 


wo C einen constanten Factor bedeutet. A(ND) und B(f) sind Functionen, 
welche nie unendlich werden und sich nur um einen Exponentialfaetor ändern. 
wenn man £ um irgend eine Periode m+-2nr vermehrt. Wenn also At 
verschwindet für £=#,, so muss A(f) auch 0 werden für alle Werthe 
t=t,+m+2nr, mithin ist A(H) theilbar durch w(t—t,): in dem Sinne, dass 
auch der Quotient eine transcendente ganze Funetion ist.  Verschwindet 
dagegen A(f) nicht für £=!t,, so muss B(f) an dieser Stelle 0 werden und 
deshalb B(f) durch w(t—t,) theilbar sein. Daraus folgt aber, dass A 
theilbar ist durch w,(t—t,); denn es wird gleichzeitig w in w, und B in A 
übergeführt, wenn man £ durch +7 ersetzt. Von jedem Factorenpaar 


wit), wÜd-t,) 





muss demnach der eine in A(f), der andere in B(f) enthalten sein. Es 
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seien nun 
(13.) FR { y * “ » t 


diejenigen Werthe der Reihe &,, &,, ... £,,, für welche A(f) verschwindet, und 
AN 
(14.) ae 


die übrigen. Es sind dann 


An 


VL 


(15.) "WC 7 RrTTRRee " Voee € EM ONE 


sich ergänzende Combinationen der Elemente 1, 2, ... 20, und hA+k=2o. 
Nach dem, was wir eben bewiesen haben, ist: 


| AD = Ally (t-t,) ITy(t-t,), 


(16.) 
| |BW = Bulw,(dt-t,) Tv (t-4,), 


wo der Index « alle Elemente der Combination m, der Index v alle von n 
durchläuft, und A,, B, Faectoren bedeuten, die jedenfalls nicht unendlich 
gross werden können. Es lässt sich aber leicht erkennen, dass diese Fac- 
toren Constanten sind. 
Denn erstens folgt aus den Gleichungen (11.) und (15.), dass das 
Produet 
AB, => C 


ist; es kann also auch weder A, noch B, unendlich klein werden. Ferner 
ändern die Quotienten 
AD) vo 
Bl)’ w;(ı) 
höchstens ihr Vorzeichen, wenn man £ um 1 oder 27 vermehrt. Dasselbe 
müsste von 
A 
B 


0 


0 


gelten. Eine Function, welche diese Eigenschaft hat, aber nie unendlich 
gross wird, muss sich nothwendig auf eine Constante redueiren. Mithin sind 
A, und B, selbst constant. 

Aendern wir in dem Ausdruck A(t) die Variable £ um 1, so bleibt 
jeder Factor w;(t—t,) ungeändert. Dagegen wechselt w(t—t,) sein Zeichen. 
Da die Anzahl der letzteren Factoren Ak beträgt, so ist: 


Ad+1) = (-D'AQ). 


Ausserdem ist: 


Flt+1l) = — Fb): 





: 
A 
Ä 
ed 
1 
En 
ä 
Ei 











kin ee . 
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folglich: 
AH) _ (_0- AO 
Ge u 705 
Vergleicht man dies mit (8.), so folgt: 
(17.) h=o (mod. 2): 


also die Anzahl der Elemente, welche in der Combination m enthalten sind. 
muss congruent o modulo 2 sein. Dasselbe gilt von der ergänzenden Com- 
bination », da h+k= 20 ist. 

Wir setzen jetzt in dem Ausdruck von A(t) t+r an die Stelle von £. 
Wenn man die Gleichungen: 


.. 

v (+7) = ie n ld, 
I 

vz(E+T) = ie 1% 2) (Ü 


anwendet, und berücksichtigt, dass 
Z1,+Z1,= Z1,=0 


ist, so erhält man: 


Alt+r) _ ER Ernte ) BO 
A, m B 
Da ferner: 
I(li+T) = acer EIG 
ist, so folgt: 
At+t) BO 
A, (t+T) B,9° (t) 


Wenn man diese Gleichung wieder mit (8.) vergleicht, so ergiebt sich: 
(18.) A, = Bu 
Beide Constanten sind demnach einander gleich, und da wir die Wurzel- 
funetion mit einem beliebigen constanten Factor multiplieiren dürfen, so 
können wir beide gleich 1 annehmen. So erhalten wir: 
(4% = Ny(t—t,)Iw(t-1t,), 


19, . 1 
(19.) IB) = Mw(t-t,) My (t-t,). 


Nun ist aber nach (4.) und (6.): 
.,/ . t B ) 
F (f) _—_ At 4 oO % 


ES) = ADB). 
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Daraus folgt: 


(20.) 2FND+2CSH = VAUD+YBN). 
Demnach ist 
(21.) W = YAHD-+YB() 


der gesuchte Ausdruck für die Wurzelfunetionen der Gruppe (w). A(f) und 
b(t) sind Produete, auf welche sich die 40 Faetoren w(t—t,), w,(t—-t,) 
(e=1,2,... 20) in der Weise vertheilen, dass A(f) von je zwei Factoren 
w(t—t,), y3(t—t,) den einen, B(f) den andern erhält und zugleich die Anzahl der 
v in jedem der beiden Produete eongruent o (mod. 2) ist: ebenso die der w,. 


$ 17. 
In ähnlicher Weise, wie man nach $ 10 zu Fly... %,), die ver- 
wandte Funetion Fa, ... %,),.. durch die Bedingung definiren kann, dass 
der Quotient beider sich darstellen muss als Produet von 


u) _ Pa) 
Hu) Ilm) 
mit einer Abelschen Function f(a,, ... %,), so können wir jetzt zu den 


Wurzelfunetionen W,, die verwandten W,,, algebraisch dadurch definiren, dass 
Ws. du) 
W.„ 9 
eine rationale Funetion von p, g, 3 sein soll. Das Entsprechende gilt von 
Wr» Wu; Allerdings wird nicht immer eine Wurzelfunetion W 


W., existiren, wenn W,, existirt. 


oder 


Betrachten wir eine Wurzelgrösse W, aus irgend einer der vier 
Hauptgruppen, so müssen die vorhandenen verwandten Functionen von W. 
nothwendig derselben Gruppe angehören. Denn, bilden wir die Norm von 


W, = VFÜO+e/Ss(); 
diese ist F(f), wenn W,, zur Gruppe Null gehört, sie verhält sich also dann 
wie 9#°(N); wenn dagegen W,, in der Gruppe (wo) enthalten ist, so ist 
NW) = VFOD-ESH= Gl), 
die Norm verhält sich also wie 
FH I,. 

Wenn wir nun zwei Wurzelfunetionen W,,, W, haben, und wir setzen 
voraus, dass der Quotient beider sich als rationale Function von p, q, 3 
darstellen soll 


[2 


lassen oder als Produet einer solehen mit einem Tiheta- 














Schottky, über die charakteristischen Gleichungen symmetrischer ebener Flächen. 249 


quotienten 
3,(t) 
lt) ' 
so wird in beiden Fällen der Quotient der Normen 
N(W,) 
N(W,) 


eine rationale Function von p, g sein. Folglich müssen W,, W, derselben 
Gruppe angehören. 
I. Es sei zunächst W eine Wurzelfunetion der Gruppe (w). also: 
W = YAU)-+YB(. 
Hier ist: 
YAOYBO) = cVS(d) = c9(Ü)z; 


daher: 
(1.) W = yAdD(l+y(dz), 
wo 
PER 
m = A(t) 


eine eindeutige Function von #£ ist. 
Ist W’ eine zweite Wurzelfunetion derselben Gruppe: 
W = YVAUd+YB), 
so hat man ebenfalls: 
(2.) W = YyA(d(l+Ygdz). 
Folglich ist der Quotient beider darstellbar als Produet von 
(3.) id. 
YA(t) 
mit einer linearen Function von z, deren Coefficienten eindeutige Funetionen 
von £ sind. Wenn demnach W und W’ verwandte Grössen sein sollen, so 
muss sich auch der Ausdruck (3.) darstellen lassen als rationale Function 
von 2, deren Üoefficienten eindeutige Funetionen von £ sind. Bringen wir 
dieselbe auf die Form: 
YA) 
yA(t) 
so muss offenbar f(f) oder g(f) Null sein. Daraus folgt aber, das 
oder gleich der complementären Function B(f) sein muss. 
Ist 


= fl(t)+g(t)s, 


7 
es 
> 
Il 
N‘ 
ren 
Do 


AU=AM, BO = Bit), 


> 
Journal für Mathematik Bd. CVl. Heft 3. 32 
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oder: 
, ı/ \ R { x I \ nE x 
AU)=B(l), Bi) = Alt), 
so braucht deswegen noch nicht W'= W zu sein: es kann vielmehr 
W = YACU+YB(), 
W' = YAUdD—-VB() 
sein. Dann ist 


W _ AUW+B(dQ+2yA(YB(ı) 
BRRE AND -BO 
FO@+eYSsc) 
AO) 


Dies ist das Produet einer rationalen Funetion von p, q, 3 mit dem Quo- 
tienten: 
lt) _ ID 
U) IM 
Wenn wir also W als W, bezeichnen. so muss W’ den Index mw 
erhalten: 


as IW. = VAO+YB(), 
>) PEIR m’n 
| W.. = VYAD-VB(). 


Wir bezeichnen diejenigen Combinationen der Zahlen 1. 2, ... 20, deren 
Ordnungszahl = o modulo 2 ist, als wesentliche. (Gehört eine Combination 
e= Hull... 

zu den wesentlichen, so gilt von ihrer complementären 


’ 


eu lat, 
dasselbe. Jedem Paar c, ce’ sich ergänzender Combinationen entspricht nach 
$ 16 ein Funetionenpaar A(t), B(t); jedem Functionenpaar A(f), B(t) aber 
zwei Wurzelgrössen: 
VALN+YB() und YAN-VB(). 

Aus jedem Paar von Wurzelfunctionen haben wir eine herauszugreifen und 
durch die Combination e = u,ü,...u, zu bezeichnen — oder auch durch 
die andere, ec’, indem wir sich ergänzende Combinationen nicht als ver- 
schieden ansehen wollen. Die andere erhält dann den Index eo. Wir er- 
halten demnach soviele wesentlich verschiedene Wurzelfunetionen, als wesent- 
liche Combinationen von 25 Elementen existiren. Dies sind 2°", 

W., ist die einzige verwandte Wurzelfunetion zu W. Trotzdem 


ES 
= 

ea 

Ex: 

E.;* 
h 
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fügen wir zu der Gruppe noch die Indiees er, erw hinzu. Dies sind eben- 


a s & 


2 


falls 2°" Indices, denen aber keine Wurzelfunetionen entsprechen, we 


in dieser, noch in einer anderen (sruppe. Die Gesammtheit der in « 
Hauptgruppe (») enthaltenen Indices ist demnach 4°. Für die eine Häl 
derselben hat die Zahl % den Werth 1, für die andere den Werth 
Kerr, .,=0 et. 
$ 18. 
II. Da für die Gruppen (rn). (now) offenbar dasselbe gilt. wi: 
(»), so gehen wir sofort zur Hauptgruppe (0) über. Zur Definition von 
W= ıP( (0 f 
gehört erstens, dass eine wesentliche Combination der Elemente 1. 2. 
—_ U, Un... HM 
gegeben ist: dieselbe bestimmt das Produet: 
Pit) = IIYt-1 
welches über alle Elemente « der Combination e zu erstrecken ist, 
Ördnungszahl A von e ist ausser der Uongruenzbedingung 
h=o (mod.2 
noch dadurch beschränkt, dass A <o sein muss. Aber wir wollen wie 
complementäre Combinationen als nicht verschieden ansehen und verstel 


unter P.(t) das Produet 
MI(G—t 


entweder ausgedehnt über alle k in e enthaltenen Elemeı 
alle 20—h in ce nicht enthaltenen. je nachdem A kleiner oder grüss 
o ist. So ist also nur der Fall A = © auszuschliessen. 

Um den Restfaetor Q(f) zu charakterisiren, ist ausserde: 
wendig, dass man aus den vier: 


oder: 


einen bestimmten Index. », auswählt. Nur dann. wenn für zwei Wurzel 


funetionen sowohl ce als » denselben Werth hat. ist ihr Quotieı 
in P: ’R S. Wir können deshalb das Zeichen C als Index von Mı\ 













»1 
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Ist aber m = ev gegeben, so ist O(f) durch die in $ 15 aufgestellten 
Bedingungen im allgemeinen nur unvollständig bestimmt. Wenn A, die 
Ordnungszahl der Combination ce bedeutet, so existiren 


/ = Ohm 
\ 1 .) k, ei > 


linear unabhängige Functionen Q(t), die den Forderungen genügen. Ebenso 
gross ist die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunetionen, die mit dem 
Index m behaftet sind. Die Zahl %, hängt, wie aus (1.) hervorgeht, nur 
ab von der Ordnung der Combination ce, sie hat also für die vier verwandten 
Indices 

m 


mw, mW, mA 


b) 
denselben Werth. 

In der Formel (1.) ist vorausgesetzt, dass man für ce die kleinere 
von den beiden complementären Combinationen nimmt, sodass A, <o ist. 


Ist aber A, > 0, so hat man die Combination e durch die complementäre, 
c, zu ersetzen, und dann tritt 20°—h, an die Stelle von h,, also wird: 


RR h.„—0o 


mi i .) 
Die Formel (1.) bleibt deshalb in jedem Falle richtig, wenn man sie fol- 
sendermassen schreibt: 


(2 N » — ie 
(2.) = 


auch in dem Falle h,= 0, den wir bis jetzt ausgeschlossen haben. Denn 
in diesem existirt eben keine Wurzelfunetion der Gruppe (0), der man den 
Index m = ev geben kann. Wohl aber sind gebrochene Ausdrücke vor- 
handen: 


denen ein solcher Index zukommt. Deswegen nehmen wir e und die drei 
verwandten Indices auch dann in die Gruppe auf, wenn c eine Combination 
von o Zahlen ist. Auch hier sind sich ergänzende Combinationen als gleich 
aufzufassen. 

Wir haben also alle Combinationen zu bilden, deren Ordnungszahl 
eongruent o modulo 2 ist. Dies sind 2°, Von je zwei complementären 
können wir aber die eine fortlassen; dann bleiben 2°” übrig. Von diesen 
ist jede noch mit 0, z, nw und w zusammenzusetzen; folglich ist die wirk- 
liche Anzahl der in der Gruppe (0) enthaltenen Indices 4°. 
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ud * 


Während in den anderen Hauptgruppen die Zahl %, stets 0 oder 1 
ist, kann hier %,, wenn die Zahl g@ gross genug ist, den Werth 1 über- 
steigen, sodass die Entwickelung des entsprechenden 'T’'heta mit einer höheren 
als der ersten Dimension beginnt. 

Es genügt, die Combinationen e bis zur oten Ordnung zu bilden. 
Für diese höchste Ordnungszahl ist k,=0, jedes der zugehörigen 'T'heta 
fängt also an mit der Dimension 0; das heisst: es ist gerade und ver- 
schwindet nicht mit den Argumenten. Darauf folgen die Combinationen 
(s—2)ter Ordnung. Für diese sind 9, I.,, Fans 9... ungerade, und ihre 
Entwickelung fängt mit der ersten Dimension an. Die Combinationen der 
nächsten Ordnung o—4 liefern wieder gerade Thheta; diese fangen aber, da 
k—=2 ist, mit der zweiten Dimension an. Hierauf kommen, vorausgesetzt, 
dass 0 —6 ist, ungerade T'heta, die mit der dritten Dimension beginnen, u. s. f. 

Für alle Funetionen der Gruppe (0) gilt die in $ 12 angegebene 
Darstellung der vier verwandten T’heta durch die Grössen g und w; und 
zwar tritt hier, da nicht nur $,, 9, ,, sondern alle vier Funetionen 9 
Fr. von gleichem Charakter sind, der erste von den beiden dort unter- 
schiedenen Fällen ein. Zu je vier verwandten T'hetafunetionen der Gruppe (0): 

ee et 
— also zu jeder Combination e — gehören, wie aus dem Gleichungssystem 
(5.) in $ 12 hervorgeht, zwei Functionen g, die wir g, und g., nennen 
wollen. Und zwar sind dies Grössen von gleichem Charakter, sie gehören 
also zur Gruppe der beständigen Functionen. Aus dem Gleichungssystem 
folgt nun, dass sich die Producte 


2yp.v, und 29,..W,., 


als Summe und Differenz von 9%. und 4,, darstellen lassen. w, und w.,, 
aber sind gerade elliptische Theta, welche nicht verschwinden, wenn wo = 0 
gesetzt wird. Wird daher 9, und 9,, gleich O0 gleichzeitig mit den Ar- 
gumenten, so gilt von @,, Y.„ dasselbe, und auch die Ordnungszahl ist 
dieselbe. 

Hiernach sind diejenigen 2°°”' Functionen y, welche der Hauptgruppe 
der beständigen Functionen angehören, bezeichnet durch die Indices e, cr, 
wo für ce alle wesentlichen Combinationen der Zahlen 1 bis 20 zu setzen 
sind, complementäre aber als gleich gelten. Aber nur dann ist 


(0, 0, ... 0), 90, 0,... 0) 


I 
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von 0 verschieden, wenn die Ordnungszahl von e gleich o ist; ist dieselbe 
gleich o+2%, so fangen die Entwicekelungen von , und g., mit der kten 
Dimension an. 
Nehmen wir den Fall o=4, und verstehen unter 
u Br tn 


9 


die Zahlen 1 bis 8 in irgend welcher Reihenfolge, so sind 


9 


Pasrd = Parurs Pasrdn T Prrurn 
gerade Funetionen, die nicht verschwinden, wenn die Argumente gleich O 
gesetzt werden; ferner: 
Pu3> Pusn 
sind ungerade Funetionen mit linearen Anfangsgliedern, dagegen sind 


(9%, ::: ul Pldı, ».- Ya) 
wiederum gerade, redueiren sich aber auf den Werth O0 mit den Variabeln. 

Wir haben also hier den Fall in der 'I'heorie der Abelschen Func- 
tionen von vier Argumenten, wo zwei und nur zwei gerade T'hetafunetionen 
gleichzeitig mit den Variabeln verschwinden. 

Nach den bekannten Riemannschen Sätzen wird eine Function 9,, 
deren Anfangsglied von höherer als der ersten Dimension ist, auch dann 
identisch 0, wenn für «,, ... a, die Integrale 

—= J,(2)—-J,(€) (a=1,2,...0) 
gesetzt werden, wobei x, © beliebige Punkte der Fläche @ sind. Des- 
wegen müssen im Falle o=4, e=5, die Funetionen %, y, sich auch dann 
auf 0 redueiren, wenn man die Argumente ®,, ... v, den Differenzen: 


’  F,COdt 
v,=M,(xe)—M,(z) = / - (der (a=1,2,... 0) 
v YS@® 
vleichsetzt. — Für o =3 dagegen verschwindet keine der 36 geraden Fune- 


tionen p mit den Variabeln; die y sind ganz allgemeine Thetafunctionen 
dreier Argumente. 


s 19. 

Wir wollen hier nicht die allgemeinere Aufgabe behandeln: Die Func- 

tionen zu untersuchen, in welche die T’hetaquotienten übergehen, sobald man 
für z,. ... a, Summen von beliebig vielen Integralen setzt; sondern wir 
beschränken uns auf die besonderen Annahmen: 
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[ 


(1.) =) le) ::-- JE) Je). 


Wir betrachten dann die T'hetafunetionen von ,, ... a, als abhängig von 
den beiden Stellen (p, q, 2). (p', g, #), die den Punkten x, x entsprechen. 
Sind f, E' die zugehörigen Werthe des elliptischen Integrals erster Gattung. 
so wird: 

(2.) vo = t-t; 


dagegen ist jedes der Argumente »o durch ein Integral 
(3) Bi f' nd Fi 
VS 
dargestellt, in welchem F(t) eine elliptische 'T'hetafunetion oten (Grades 
bedeutet. 

Alle Grössen I(a,, ... %,)., deren Entwickelung mit einer höheren 
als der ersten Dimension anfängt, verschwinden bei unserer jetzigen Vor- 
aussetzung identisch. Die ungeraden, deren Anfangsglieder linear sind, lassen 
sich darstellen in der Form: 


(4.) Ill, 22. %)m = Const. W,W,.E, 


wo W,, die zugehörige Wurzelfunction, W/, ihr Werth im Punkte (p', q', z') 
ist, und E einen transcendenten Factor bedeutet, der, als abhängig von 
(p, q, 3) betrachtet, nie unendlich wird, und auch nur in dem einen Punkte 
pP, 9, 3) = (p, q, #) verschwindet. Wir stellen uns nun die Aufgabe, 
hieraus die Ausdrücke für die geraden T'heta und die Funetionen g(v,, ... ® 
zu finden. 


O, 


Fassen wir zunächst den Fall ins Auge, wo W, eine Wurzelfunetion 
der Gruppe (w) ist. Dann ist: 


SEN IW. 1: YA(t) I Bi), 
\Ys) ” - - 
\Ww!, = VA + YVB(), 
dagegen: 
W.. = VAD-YVB(), 
(6.) | ui \ F re 


IW.. = YAQG)-VB(),. 
Ferner ist 


m (9. = c,W.W. E, 
7.) EN nö 

4. = c‚W.WiE,: 
wo c,, ec, zwei eonstante Factoren sind. 
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Wir können in diesem Falle die Gleichungen (5.), $ 12 anwenden: 
(8) u = pVr Span Yıns 
In = I Pan rm 
Pas Pun Sind zwei Funectionen, von denen die eine gerade, die andere un- 
gerade ist, und zwar muss, da wir 
9.) = ww), Wr = Yew) 
angenommen haben, und 9,, 9, ungerade sind, p, die ungerade, %,, die 
gerade Function sein. 
Die Variable » hat den Werth ?—t. Wir bekommen daher: 


2p(% 5... Yon WE) = It Fans 
2dp(%, :..: Bohn d EM!) = 9,9 


MW, 


oder: 

| 2pldı, +. don WÜ—l) = (WW Wa+c. Wu Wa)E; 
\adplaı, ... Ban -E) = (6, WWW. WLJE. 

Nun werden @,, @,„ nirgends unendlich gross, w(t—E”) verschwindet aber 
für =’, gleichviel ob 3=z' oder 3= —z’ ist. Der Factor E verschwin- 
det zwar in dem einen dieser beiden Punkte, hat aber für t=f, 3=—z 
einen von 0 verschiedenen Werth. Folglich muss . an der letzteren Stelle 


(11.) c„W,.W.- c.W..W,. = 0 


ni mW 


(10.) 


sein. Wir können für dieselbe 


YAUD=VA(), VBÜ)=-—VB(t) 
setzen. Bei dieser Annahme ist nach (5.) und (6.): 
W„= Wu Wa = Wins 
daher folgt aus (11.): 
(12.) „ch, =. 
Mithin ist: 
29, Wlt-F) = C,(W,W. + WW) E; 
2 pn vw I) = c,(W,W,—- Wu Was) E- 


Wenn wir die Ausdrücke (5.) und (6.) für W,, W,. U. 8. f. einsetzen, so 
ergiebt sich schliesslich: 


(18) lan. 0 a EN 
zY: ’ . DE u ID 5 o/n A 9 


= y,(t— l‘) 


_ 40, VAOYBA)+YBOY AG) 
(14) Plan 22: Cl > ee 
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Die erste Formel giebt die Darstellung aller ungeraden, die zweite aller 
geraden Funetionen p von der Art, die wir wechselnde genannt haben. 
Die Formel (5.) in $ 13 erlaubt jetzt, sofort auch den allgemeinen 
Ausdruck für die geraden 9 der Gruppe (») aufzustellen. Nämlich zu 
einer solchen geraden Funetion 9, existiren zwei verwandte ungerade: 
nennen wir diese 9, und 9,,, so ist na= mn oder mıw. Da wir aber m 
und mw vertauschen können, so dürfen wir a = mr annehmen. Wenn wir 
nun zufolge (7.) und (12.) 
9%, durch e,W, WW. E, 


/ 


9%, durch c,W,.W,..E 
ersetzen, so folgt: 
| BE ed MR 


(15.) EM Il—t)  _IaMIaslt—!) yo pr \ 
Mr Dre WuWu= I, O)FA—t) Wa Wu; 


wobei noch die Indices », zw, rı durch 1, 2, 3 zu ersetzen sind. 


$ 20. 

Einfachere Resultate liefert die Gruppe (0). Hier sind je vier ver- 
wandte 9 entweder sämmtlich ungerade, und dann sind auch die beiden zu- 
gehörigen Functionen p ungerade; oder alle sechs Funetionen sind gerade. 

I. Es sei zuerst 9, eine ungerade Function der Gruppe (0). Wenn 
diese bei unseren Annahmen nicht identisch verschwinden soll, so muss für 
die entsprechende Wurzelfunction = 1, also P(f) ein Produet von 0—2 
Factoren sein. 

Wir können annehmen: 

(1.) PD = IMt—-t)Ilt—t,)...I(t—t,_), 
da man ja im Resultat mit den Werthen der Reihe Z,, b. ... &,, jede Ver- 
tauschung vornehmen darf. Dann entspricht jedem der Indices: v = 0, w. 
ro, ı ein Restfactor Q,(t), der dadurch definirt ist, dass Q,(f) eine im 
Endlichen beständig reguläre Function sein soll, und der Quotient 

2) ee 

3,(14 5) 

eine elliptische Function mit den Perioden 1 und 7; s bedeutet hier die 
Summe 

(3.) s = th +++ _. 
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Da eine elliptische Function dieser Art nicht existirt, ausser der Con- 
stanten, so muss der Quotient (2.) constant sein; wir können deshalb setzen: 


0,0 = 9,(tH+ 2.) 


Wenn wir jedem Index v seine vier verschiedenen Werthe geben, so er- 
halten wir vier verwandte Wurzelfunetionen. Für die Definition des zu- 


sehörigen Functionenpaares %,, $,n Ist es gleichgültig, welche davon wir 
als W, bezeichnen. Wir setzen also: 


W. = YP@3 (14), 


(4) | W.. = VP@3.(14 3), 


f 





u. 8. f. 


Dann lassen sich die vier entsprechenden T'heta darstellen durch die Aus- 





drücke: 
BR ne C W,. W', E, 
N C 4 
(3.) Mn Cnw JR Wu. E, 
u. 8 f., 


wo wieder C,, Cywos Cm ete. constante Factoren sind. Das Gleichungssystem 
ist nun folgendes, da wir in diesem Falle nach $ 12: 


vw, = wtf), 
Y,n = Wı(t—f‘) 
zu setzen haben: 
I = MWRÜ-T)+IpaYılt-E), 
(6) | Im = pmRÄ-Ü)Ipnnpı(lt-V), 
Ian = pmpMÜ—P)+ pn rlt-E), 
Fur = Pr) Ip Wrlt-f). 


Hieraus folgt, wenn wir von den beiden ersten Gleichungen Summe und 
Differenz bilden und für 4,, 9, die aufgestellten Ausdrücke einsetzen: 





| 29.wd-f) = VP(OYP().S.E, 
|209,. 4-0) = VPOÖVYP@.S'.E; 


—] 


(4) 


hier bedeuten S und S’ die beiden Summen: 
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S = 0,9(t+ s)HU+ >) mw Ilt+- >)9 (v2 


S = 0,145) + Z)-0..lt+ 5) ß 


wobei wir 9, statt 9, gesetzt haben. Aus den Gleichungen (7.) geht her- 

dass die erste von diesen beiden Summen durch w,(t—f'), die zweite 
durch w,(t—f’) theilbar sein muss; denn es verschwindet weder P(t) noch 
E, wenn eins der beiden w gleich 0 wird. 


IV 


(8.) 





Sehen wir f als constant an, so sind S und S’ lineare Funetionen 
$ Ss . .. ‘ 
von 314 — und 3, (t+ = ). Die letzteren können, nach den Systemen 
(2.) und (3.) in $ 13, ersetzt werden durch: 


w(t+ > Jw(t+ >) und w, (1 + Jul! r 5 ) 


(S = Sıw.(dt-Ü)w(ttt+s) 
IS’ = Sin(lt-P)wltHt +3), 


Folglich ist: 
(9.) 


wo S,, S, von £ unabhängig sind. Diese Constanten bestimmen wir, indem 


[3 $s 
wir = —,- setzen: 


-_ 


9,45) = Swle+ zZ )w(t+ 5), 
)y, 


gr 


LS 


IV 
es 
( 


Y.) 


0,4) +- 


Dies vereinfacht sich. da 


9,09, (04 —) = Zu (et 


ist, und es ergiebt sich: 


Ss, w, (v+ 


Fl 
mn 
| 
Bu 
| 
- 


IV 


Tr 


) 
Ur, ‚(d a 


Ss 
3) 


Ivo 


= 2, = —S,. 
Mithin: 


S = 2C.. w(t—E)w,(t+t+s) 
S'= —2c,,wÜ-P)w(+lts) 


Con 


Setzen wir diese beiden Ausdrücke in die Gleichung ein, so erhalten wir: 
| er a ah v ‚(t+ | + -s)E vr 
Io. + PVP t+Ht+s)E. 


Führen wir die Pe Banatın 


(10.) 


11.) = el 




























Formel: 


12) ee 


Bee 


Il. 


nehmen wir die der ersten o 


Ks sei 
(1.) 
und 


(2.) 


Wenn wir von 


Pt) 
dann sind: 
W, = 
(3.) W; — 
W, Zu 





Wurzelfunetionen. 


Quotient: 


t, 
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ein, welche die Perioden 2 und 27 hat, so erhalten wir für den Quotienten 
der beiden zusammengehörigen Functionen %,, %,. die besonders einfache 


00) 
d) 


$ 21. 


Elemente: 
ce = 123...0. 


+Hh, + + = 8 





= +te(t+t+b+--+4,..). 


Es ist jetzt auch nicht schwierig, diejenigen geraden Funetionen 
4, der Gruppe (0), welche nicht verschwinden, durch £ und f' auszudrücken. 
Diese geraden 'Theta entsprechen den Combinationen oter Ordnung. Da es 
ganz gleichgültig ist, welche von diesen Combinationen wir auswählen, so 


Po) = t—-1)9(d—-b)...I(t—t,) 


(#) zwei Factoren absondern, so können wir Wurzelgrössen 
bilden, die ungeraden T'hetafunetionen der Gruppe (0) entsprechen. 


= It-4)9d-t)Pd, 
= I-4,)I(d-1)P, Od, 


Es sei: 


Id-t)Id-L)P,O): 


YP,Ösl+ 3), 


YP,d91+-—Z 


—_—— nn a 
VP,Q8lı+ —z- 


. %,) 


eine Abelsche Funetion der betrachteten Klasse wird. 


t 


H 
) 
IN 


ur 


Die entsprechenden Thetafunctionen von og Argumenten 
bezeichnen wir für den Augenblick durch dieselben Indices 1, 2, 3. Dann 
muss ein viertes 'I'heta existiren, 4,, von solcher Beschaffenheit, dass der 


Setzen wir die Inte- 
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erale ein für die Argumente, so unterscheidet sich 9, von EW, nur um 
einen eonstanten Factor, vorausgesetzt, dass man f als constant ansieht, und 
fu, -.. w,) wird eine rationale Funetion von p, g, 2. Daher ist: 
ww 

2 f \F 
—R(p, q, 3)E. 


3 


(4.) 9, = 


Nun folgt aber aus den Gleichungen (3.): 


s—t,—t1, s—l—t, 
s(ı -H 3 ® )3 (14 a } 


WW, %_ 
rn 


r 9(1+ a) 30-4) 


To" 
CJT 


Dies kann man so darstellen: 


\ 


ai) 
(6.) PO), 
W. 9A) 
wo (Ef) eine elliptische Function mit den Perioden 1 und z ist. Da (t) 
rational durch p und g ausdrückbar ist, so lässt sich dieser Factor mit 
R(p, q,z) vereinigen. Wir erhalten daher: 


31-4 . ) 


5 
=] 


r 9. = VI PW— —— 

7 7 7 It: ) \ 
Dureh diese Gleichung wird eine der nicht verschwindenden geraden T'heta- 
funetionen der Gruppe (0) charakterisirt. Wollen wir in ähnlicher Weise 
die drei zu $, verwandten Funetionen: #,., Fa: $.. bestimmen, so 
müssen wir in der Gleichung (7.) 


3(t-t4 5 ) durch 4, (1! s ) 


ersetzen, wo v=w, now oder n sein kann. Wir stellen deshalb statt der 
Gleichung (7.) die folgende auf: 


NZ (1-14 = ) 
(8.) Ir = IP) say Rip; q, z2)E F=0,n,wn 
Den Factor AR, bringen wir auf die Form: 
9.) R,(p, q, 2) = fO+g()2, 


wo f(D) und g(£) elliptische Functionen sind. 
P(t) ist ein Product von o Factoren des Ausdrucks S(f). Nennen 
wir P(t) den complementären Factor, sodass 
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ER (| POP = SW, 
bee BTIOIAO = 39 





ist, so gilt die Gleichung: 


TU. N. 
9,(1- +5) 9,(t-: ->) 
3u—r) Ja—ı) ° 
wo 4(f) eine elliptische Function mit den Perioden 1 und 7 bedeutet. Denn 
aus (10.) und (11.) folgt: 


(11) zV/P — A)YP'(t) 








P(i)3, (1-14 5) 
9°(t) 3,(t Be 3} | 


Indem wir die beiden elliptischen Functionen g(f) und A(t) vereinigen: 
gHAN = Fi), 








(tl) = 


erhalten wir: 


3.14% 5 ) 
YP(t) Mr) R,(p; G; 3) 


YPös,(-t+ —r@+YP@s,(1-t— - )F@ 


(tt) 
Daher ist: 


E 


[ Fu, ‘.. Uo )mv 3(t—t) 


(12.) 





= YPOs,(t-t+ OH POI,L—t- >)F®. 


Hier bedeuten f(f) und F(f) elliptische Functionen. Es ist aber leicht zu 
sehen, dass diese sich auf Constanten redueiren müssen. Denn 9,, und 
$(t—f) werden nie unendlich gross. E wird zwar O0 an der einen Stelle 
t=f, 3=z; an dieser verschwindet aber auch der Factor (t—f) im 
Zähler. Folglich darf auch der Ausdruck rechts nie unendlich gross wer- 
den. Dies muss gelten von jedem der beiden Theile, aus denen er besteht, 
weil das Verhältniss dieser T'heile irrational ist. Folglich kann 


YP@9,(t-t+5)f® 


nie unendlich werden. Würde f(t) =» an einer Stelle, an der P(t) ver- 
schwindet, so würde auch 


vPör® 











Schottky, über die charakteristischen Gleichungen symmetrischer ebener Flächen. 263 


an dieser Stelle unendlich werden. Es könnte also f(t) nur unendlich werden, 
‚ $ . . ° .. . R 
wenn 9,(1-1 +5 ) verschwindet; aber auch dies ist unmöglich, da eine 


elliptische Function ersten Grades nicht existirt. Daher muss f(f) eine Con- 
stante sein. Ebenso wird bewiesen, dass F(t) constant ist: 


(13) (Ö=f, FO=R, 
Das Verhältniss dieser beiden Constanten wird bestimmt durch die 
Bemerkung, dass der Ausdruck (12.) verschwindet für =f, 3=—z. In 


diesem Punkt können wir der einen Wurzelgrösse, YP(f), ein beliebiges 
Vorzeichen geben, wir können also annehmen: 

YPA) = YP@), 
wenn aber 3= —z' sein soll, so muss alsdann: 

Po = -1P@) 
sein. Demnach folgt aus (12.): 

YPe)3,(Z-)n-VPE@)I,(-5)F. = 0, 
oder: 
YPÜf = &V/P()F,, 

wo &, ein Vorzeichen, nämlich den Charakter von #,, bedeutet. In der 
Gleichung (12.) können wir nun: 
|fO=h =eVP(), 
LFD) = F,= ce,YP(f) 
setzen, wo ce constant ist. Dadurch geht der Ausdruck auf der rechten 
Seite über in: 


eV PVPOI,L-t+ 5) HPOYPOSI,l-t+ 5); 


(14.) 


Wir führen zur Abkürzung ein: 





YPoyPt) „ 
BE 
(15.) DEIHUTT 
vPe)y P(t) E = R: 
Hat—)  , ° 


dann ist: 


16) 9, = eiR&(t-t+Z)+RI, (45), 
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Wir bekommen hieraus 9, und die drei zu 9, verwandten Functionen, in- 
dem wir für den Index v die Werthe 0, »w=1, nr =3, nw=2 setzen. Da- 
bei ist aber zu berücksichtigen, dass der constante Factor ce in den vier 
Gleichungen verschiedene Werthe haben könnte. Wir setzen demnach: 


ee IR9 (1-14 )+R'3 (145), 





Bi ERII-t+Z)+R I (tt 5)), ete. 
Wir benutzen jetzt die beiden Gleichungen: | 


| 2 w, (t Er f) Pp„ Fr F,, + Fu 9 


(18.) dv, d—!)p,. = 9,9 


NW ? 


um zu den eben dargestellten vier Theta die beiden zugehörigen g-Func- 
tionen zu bestimmen. Es werde für den Augenblick 


(19.) cHH+cCHM = ge 
gesetzt, sodass 

(20.) 2, t-!)y, = Rg(t—t+>.)+Rg(t—t+5.) 
ist. Offenbar muss der Ausdruck auf der rechten Seite verschwinden. wenn 
v,(t—f)= 0 wird, gleichviel, welchen der beiden zugehörigen Werthe z 
erhält. Wenn aber z durch —z ersetzt wird. ohne dass £ seinen Werth 
ändert, so wechselt der Quotient 


R 
R' 


sein Zeichen; es müssen daher gleichzeitig die beiden Ausdrücke 
! s ! ! Ss‘ 
Rg(t-t+)+Rg(t-t+), 
vi. l[» s 
Rolı-t43)-Rs(e-43) 


verschwinden, sobald w,(£—#') verschwindet. Daraus geht aber hervor, dass 
die beiden Faetoren von R und R' durch diese Grössen theilbar sein müssen. 


Mithin ist g(2) theilbar durch w,(t— 3): 
Nach den Formeln: 

I)I N = 2 dd, 

40) = Zu(h)w;(k) 
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ist nun: 
9) = Zeydys()+2cydw.(d). 


R . $ 1 1 . 
Soll dieser Ausdruck durch , fe =) theilbar sein, so muss 


IM) = Lonst. un (t— 5) wı(t4 5) 
sein, und, indem man ?=0 setzt, ergiebt sich: 
Const. y.( -) ,( - ) = 2c w, (0) w,(0) 
oder k : 
Const. 9,(5) = 2 9,(0). 
Daher ist: 


9) ” (1 z)Vı (t+ 2) 


= 2 r 
»,.(>-) 


Hieraus folgt: 


olt-t+5) = Aw) (t-t+s) 
(14) = Cm) (t-t-3), 


wobei: 
c = c9,( 5 ) 


gesetzt worden ist. Führt man diese Ausdrücke ein in die Gleichung (20.), 
so folgt: 

(21.) g„ = C(Ry(t—t+S)+R'y(t—t—5)). 
Ganz analog bestimmt sich y,,. durch die zweite der Gleichungen (18.). 
Setzt man 

I H—-cI,M = ht), 
so wird: 
dv, (t—Ü)y,, = Rh(t—t 4 2 )+Rh(t-t+2-)- 


Hieraus folgt, dass A(f) durch w, (4— 5 ) theilbar ist und daher: 


hd = Const.w.(t-Z-)vr(t+5-) 


gesetzt werden kann. Die Constante bestimmt sich wieder durch die An- 
nahme =: 
Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 4. 34 
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Const. v(5)w(5-) —= —.c'9,(0) 
oder: 
Const.9,(>-) = — 2 = -209, (Z); 
mithin ist: 
hd) = -2Cw(t-5-)w(lt+z), 
hlt-t+5) = -20wd-N)w(-t+s), 


(145) = -2Cwlt-Nwi-t-9). 
Folglich erhalten wir: 
(22.) Pu = —IClRw(lt-t+s)+Rw,(t-t—s)), 


wobei C denselben constanten Factor bedeutet, der auch in der Formel 
(21.) auftritt. 


$ 22. 

Hiermit sind, bis auf constante Factoren und den allen gemeinsamen 
transcendenten Factor E, die Werthe bestimmt, welche die T'hetafunetionen 
Von %, ».. ©, annehmen, wenn statt der Argumente die Integrale 

“F,(Odt 

YS@ 

eingesetzt werden. Wir hatten diese 4° Funetionen mit g, bezeichnet und 

sie in zwei Hauptgruppen eingetheilt, je nachdem %,, $,„ denselben oder 

entgegengesetzten Charakter haben. Jede dieser beiden Hauptgruppen zer- 

fällt noch in gerade und ungerade Functionen; sodass wir vier Arten von 

r-Funetionen zu unterscheiden haben, denen vier ganz verschiedene alge- 

braische Ausdrücke entsprechen. Wir stellen dieselben im Folgenden noch 

einmal zusammen, indem wir von den constanten Factoren und dem Factor 
E absehen: 

I. 9, und g,, haben entgegengesetzten Charakter. 9, sei ungerade, 

also Y,,. gerade. 

Wir haben dann die beiden Producte A(f) und B(t) zu bilden, indem 
wir von jedem der 20 Factorenpaare 


(a=1,2,...0) 


w(t—t,), w(dt—t,) 
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den einen in A(f), den andern in B(tf) aufnehmen; es muss aber die Anzahl 
der Factoren w(t—t,), welche in A(f) vorkommen, congruent o modulo 2 
sein. Dann sind die Ausdrücke aufzustellen: 


YA YAlt)+ YBA)yB() 
(., 0) son „(t t')) 


Jeder Ausdruck (l., a) entspricht einer ungeraden Funetion g,, (I. b) der zu- 
gehörigen geraden. 

II. 9, und g,, haben denselben Charakter. 

a) g,„ und y,, sind ungerade. 

Die Ausdrücke, welche den nicht verschwindenden ungeraden Fune- 
tionen ,, nn entsprechen, erhalten wir, indem wir aus dem Product 


so = A 94-1, 
irgend o—2 Factoren herausnehmen und zu einem Product P(f) vereinigen. 
Die -Summe der o—2 in P(f) vorkommenden Grössen f, sei s. Dann ist 
zu bilden: 
(IL, a) YPOOYP(!)w,(t+t+s). 
wo r=1 oder 2 sein kann. 
b) „ns Pnı Sind gerade. 
Hier ist der Ausdruck S(f) in zwei Producte von je o Factoren zu 
zerlegen: 
st) = PiÜP'(.. 


s sei wiederum die Summe der Grössen £,, die in P(f) vorkommen. Dann 
haben wir die Functionen 
(II.. b) YPA)YP(t') vr(t—l+5s)+ | POYPODWL—#—s) 
9(1—1) 
zu bilden, wo wiederum für r beide Indices, 1 und 2, gesetzt werden dürfen. 
Alle Funetionen g, der zweiten Hauptgruppe, die nicht in einer dieser 
beiden Darstellungen a) und 5) enthalten sind, verschwinden identisch. 


Ich habe noch eine Bemerkung hinzuzufügen, die sich auf eine 
frühere Arbeit von mir: „Ueber die algebraischen Beziehungen zwischen den 
16 Thetafunetionen von zwei Variabeln“, dieses Journal Bd. 105, bezieht. 
34* 
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Ich habe dort einige ältere geometrische Untersuchungen erwähnt, die mit 
der von mir geführten algebraischen in Beziehung stehen. Ich möchte nach- 
träglich noch auf eine andere hinweisen, die ich erst später kennen gelernt 
habe, und in der, vom synthetisch-geometrischen Standpunkt aus, der Zu- 
sammenhang zwischen der Kummerschen Fläche und der, welche ich Kegel- 
spitzenfläche nenne, sowie die Zuordnung der 16 singulären Punkte und 
Linien, ausführlich besprochen wird; es ist die von Herrn Reye: „Ueber 
Strahlensysteme zweiter Klasse und die Kummersche Fläche vierter Ord- 
nung mit sechzehn Knotenpunkten“. Dieses Journal Bd. 86. Vgl. auch: 
Reye, Geometrie der Lage, 2te Abth., 2te Aufl., S. 250. 











Ueber Recursionsformeln der Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. Heffter in Giessen.) 


Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf solche linearen ho- 
mogenen Differentialgleichungen, deren sämmtliche Integrale regulär sind. 

Im ersten Abschnitt wird eine Formel abgeleitet, aus welcher durch 
entsprechende Speeialisirung die Recursionsformel für die Coeffieienten jeder 


der Differentialgleichung genügenden Reihe, — mag diese nach aufsteigen- 
den oder absteigenden Potenzen der Variabeln fortschreiten, — hervorgeht. 


— Im zweiten Abschnitt werden hieraus, in Verbindung mit den Resultaten 
meiner Habilitationsschrift *), Folgerungen gezogen, welche u. a. die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ergeben, dass der Differential- 
gleichung eine ganze rationale Function eines bestimmten Grades als parti- 
euläres Integral genügt. — Der dritte und vierte Abschnitt endlich enthalten 
Anwendungen der vorher abgeleiteten Sätze auf specielle Klassen von 
Differentialgleichungen. 


I. 


Eine lineare, homogene Differentialgleichung, deren sämmtliche Inte- 


grale regulär sind, hat bekamntlich **) die Form 


n 
\n—/ { \ n—k Pan, 
Zuv(e) Pr (E)-y“ IN, 


kt) 


wo 
v(z) = (2-a)(7—a,)...(0—a,), 
il d"—ky 
Ar er 
rn 


*) Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen. Leipzig, 188. 
**) Fuchs, dieses Journ. Bd. 66, S. 146, Gl. (12.) und Bd. 76, 8. 179, Gl. 
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und p,(x) eine ganze rationale Function von x, höchstens vom Grade v, 
speciell „(z) = 1. 

Besitzen in dieser Differentialgleichung die Coeffieienten der Ab- 
leitungen von y noch einen allen gemeinsamen Factor, so wird nach dessen 
Entfernung die Differentialgleichung die Form haben 


(A) 3, y" = 0, 


wo 
na) = 92) = He-a)" N 


und g9,(x), wenn z<Zn,, den Factor 2—a, mindestens in der (n,—x)ten Po- 
tenz enthält. Setzt man noch zur Abkürzung 


0 
Sn = m, 


1—l 
so ist also der Grad von 9,(2) = m—xz. Da im Folgenden im Gegensatz 
ZU 4, @,, ... a, unter a, immer ein beliebiger nicht singulärer Werth von 
x verstanden werden soll, so möge der Uebereinstimmung halber noch die 
Bezeichnung »,= 0 eingeführt werden. 
Ist nun a, @=0,1,2,...o0) ein ganz beliebiger Punkt, so besitzt die 
Differentialgleichung sowohl ein oder mehrere Integrale der Form 


(1.) Y = 2 (2a) ( =rj rt, rt > RR ), 

! 
wenn r, eine Wurzel der zu e=a, gehörigen determinirenden Gleichung 
ist und — was offenbar seine Berechtigung hat — 0, 1,... »—1 die Wur- 


zeln der zu einem nicht singulären Punkt a, gehörigen determinirenden 
Gleiehung genannt werden, als auch ein oder mehrere Integrale der Form 
(2.) ya Su (ea) az, nl, ne), 


wenn r, eine Wurzel der zuxz= x gehörigen determinirenden Gleichung ist. 
Um die Recursionsformel für die Coefficienten ec}? irgend einer dieser Reihen 
(1.) oder (2.) zu finden, hat man die Üoeffieienten der Differentialgleichung 
(A.) nach Potenzen von z2-a, zu entwickeln: 


m—x gy> 
(3) 9.(0) = 3 FI (2a), 


für „”"” den aus (1.) und (2.) sich N Ausdruck in (A.) zu sub- 
stituiren und in dem Substitutionsresultat 


m (w 
(4.) 23. 2,2.0-1).. ‚G—n+z+1) > ) la art 


(k=-r,rtl,..) ode (A=-r,, rl, ...) 
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den Coeffieienten einer beliebigen Potenz von z—a, gleich Null zu setzen. 
Sei s eine beliebige Zahl, die sich von r, nur um eine ganze Zahl unter- 
scheidet, so möge in (4.) der Coefficient von (2—a,)''""" aufgesucht werden. 
Zu dem Ende setzen wir 
A=s+m—x—v, z+v=a, also v=a—ı 
und haben dann nur über die Werthe 
Bin ah... m 

zu summiren. Denn in (4.) durchläuft z# die Werthe 0, 1, ... »; ist aber 
z>a, so wird v< 0, was ausgeschlossen, also braucht nicht weiter als 
bis z=« summirt zu werden; wird aber z, indem es die Werthe bis « 
durchläuft, —>r, so existirt g,(x) nicht mehr und ist deshalb mit seinen 
Ableitungen gleich Null zu setzen; daher darf die Summation über 2 auch 
bis <=. erstreckt werden. Die Summation über « aber braucht erst bei 
«@=n, zu beginnen; denn ist i=(, so ist n,—= (0, und die Summation beginnt 
mit demselben Werth wie in (4.); ist aber >00, so ist Ita) =—, 
wenn a <T N. 

Wir haben daher das Resultat: 

I. Die Recursionsformel für die Coefficienten jeder Reihe (1.) oder 
(2.) lautet, wenn man zur Abkürzung setzt 


w 7 \ 1 ge=*)(z) r 

9. ’(s+m—0)..(stm—a—n+7z-]1) — = F,.-.(stm-—-a, r), 
( ) z( + ( er \ ie. (a—x)! % 

(6.) <= F,_.(stm-eo, a)c ,_. =. 


Bezieht sich dieselbe auf eine Reihe der Gestalt (1.), so sind s successive die 
Werthe zu ertheilen 
se er—-m+n, r—m-+n +1, 
und alle c“’, deren unterer Index —.r,, gleich Null zu setzen. Bezieht sie 
sich auf eine Reihe der Gestalt (2.), so sind s successive die Werthe 
s=-r, rl, 

zu ertheilen und alle c‘, deren unterer Index — —r,, gleich Null zu setzen: 
r,; bedeutet dabei im ersten Fall eine Wurzel der zu 2 =a,, im zweiten eine 
Wurzel der zu 2= x gehörigen determinirenden Gleichung. 

Die in Formel (6.) auftretenden, durch Gleichung (5.) definirten 
Grössen F geben noch zu einigen für das Folgende wichtigen Bemerkungen 
Anlass. 
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Jedes F ist eine ganze Function »ten Grades von s. F,,_,,(8; @,). 
d. i. der Coefficient von e{’” in Formel (6.), wenn diese sich auf eine Reihe 
-(1.) bezieht und cl” den grössten in der Formel auftretenden Index hat, ist 
die zu dem Punkt a, gehörige determinirende Function *). Speeiell für 
i= 0 scheint es, wie schon oben bemerkt, gerechtfertigt, auch 
F,(s, a.) = s(s—1)...(s—n+1)g(a,) 
die zu dem nicht singulären Punkt a, gehörige determinirende Function zu 
nennen. — F,(—s, a,) aber (wofür auch schlechthin F,(—s) geschrieben wer- 
den kann, da F, von x unabhängig ist), d. i. der Coeffieient von ce, in For- 
mel (6.), wenn sich diese auf eine Reihe (2.) bezieht und -c, den kleinsten 
in der Formel auftretenden Index hat, ist die zu e=x gehörige deter- 
minirende Function **), 
Ist »>n, so verschwinden die Grössen 
(7.) F, ee a,) (2=0,1,...n-n—1) 
bezw. für die Werthenreihe 
s=(0, 1 ... n—-n—z—l. 
Die determinirende Gleichung F,,_,,@, a;) = 0 hat also dann u. a. die Wurzeln 
s=0(, 1, .... n—n,—1, und da nun diese Grössen F mit den in meiner schon 
oben eitirten Habilitationsschrift p. 24 ff. benutzten Grössen f,(r) identisch 
sind ***”), so ergiebt sich unter Anwendung der dortigen Resultate (No. IV) aus 
dem Verschwinden der Grössen (7.), dass, wenn F,._,,(8; a) = 0 keine po- 
sitive ganzzahlige Wurzel besitzt, die >r—n,—1, zu jeder der Wurzeln 
0. 1, ... n—n,—l ein von Logarithmen freies Integral gehört, d. h. der Satz: 
ll. Wenn in einer Differentialgleichung nter Ordnung der Form (A.) 
g(x) den Factor (c—a,) nur in der n,;ten Potenz enthält, wo n,<_n, und die 
zu a, gehörige determinirende Gleichung keine ganzzahlige Wurzel besitzt, die 
> n—n,—1, so besitzt (A.) n—n, in der Umgebung von x = a, eindeutige Inte- 
grale, deren Entwickelungen nach Potenzen von x—a, bezw. mit der Vten, 
lien, ... (n—n,—1)ten Potenz beginnen. 
Dies befindet sich in Uebereinstimmung mit einem Satz des Herrn 
Goursati) und wurde für den Fall »,= 1 schon von Herrn Pochhammer 
*) Vergl. Fuchs, dieses Journ. Bd. 68 S. 361. 
**) Vergl. Fuchs, dieses Journ. Bd. 76. S. 182. 


**#) Es ist nämlich Fu-n,-.(8—@, a;) = fu(a,s—a) (@«=0,1,2,...). 
7) Annales scientif. de l’Ecole Normale sup. 2”* Serie. t. 12 (1883), p. 269. 
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bemerkt*). Für ©=0 geht Satz II in die triviale Aussage über, dass in 
der Umgebung eines nicht singulären Punktes r = a, » eindeutige Integrale. 
bezw. mit der Oten, Iten, ... (a—1)ten Potenz von 2—a, beginnend. vor- 
handen sind. 


Il. 

Wenn die Differentialgleichung (A.) eine ganze rationale Funetion 
von x als particuläres Integral besitzen soll, so muss offenbar, wenn r der 
Grad derselben ist, der auch Null sein kann, die zuxz= x zehürige 
determinirende Gleichung die Wurzel —r besitzen. Das im ersten Abschnitt 
gewonnene hesultat gestattet nun zu entscheiden, welche Bedingungen noch 
hinzutreten müssen, damit wirklich ein partieuläres Integral von (A.) existire, 
das eine ganze rationale Function des Grades r ist. 

Zu dem Ende betrachten wir zunächst solche Differentialgleichungen 
der Form (A.), bei denen „= m ist. d. h. die Ordnung der Differential- 
gleichung mit dem Grad der ganzen Function g(x) übereinstimmt. 


‚RN "na (N) — 
B.) 2 9.()y"" = 0. 


In der That kann man auch jede Differentialgleichung der allgemeineren 


Form (A.), wenn m >n, in die Form (B.) bringen, indem man nur setzt 


or 
> 
ION ie (n—n) 
(8.) 2. 
und dadurch die Differentialgleichung 


(A.) 2 9,(2)u"" = 0 


erhält, welche dem Typus (B.) angehört **), 

Da die Integrale der Differentialgleichungen (A.) und (A) durch die 
Gleichung (8.) mit einander verknüpft sind, so entspricht jeder ganzen 
rationalen Function y vom Grade r, welche (A.) genügt, eine ganze ratio- 

*) In der Abhandlung „Ueber einfache singuläre Punkte linearer Difte 
chungen. Dieses Journal Bd. 73. 8. 69. 
*) Mit Differentialgleichungen der Form (B.) beschäftigt sich auch Herr Schafheitlin 


in seiner Inaugural-Dissertation „Ueber eine gewisse Klasse linearer Differentialgleichungen“ 
(Halle, 1585.) Es mag bei dieser Gelegenheit, um später davon Gebrauch zu ma 
bemerkt werden, — was Herr Schafheitlin nicht hervorhebt. — dass die bei s 
„Normalform“ eingeführten Grössen @,1, &2s 2... u. deren Produet den ( | 
von y in der Differentialgleichung bildet, genau die » Wurzeln der ur=x 


determinirenden Gleichung sind. 


Journal für Mathematik Bd. UVI. Heft 4. 








‘) 
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nale Funetion u vom Grad r+m—n, die (A'.) genügt. Umgekehrt entspricht 
jeder ganzen rationalen Funetion «, die (A'.) genügt und deren Grad s>m-—n, 
eine ganze rationale Function y vom Grad s—m+n, die (A.) genügt. Be- 
sitzt also die zu 2=»x gehörige determinirende Gleichung von (A.) eine 
negative ganzzahlige Wurzel —r, so haben wir nur zu untersuchen, ob der 
Wurzel -r—m+n der zu e=%x gehörigen determinirenden Gleichung 
der Differentialgleichung (A) eine ganze rationale Function des Grades 
r+m—n als Partieularlösung von (A'.) wirklich entspricht. 

Es lässt sich nun zeigen, dass eine Differentialgleichung der Form 
(B.), bei der die zu == x gehörige determinirende Gleichung eine ne- 
gative ganzzahlige Wurzel —r besitzt, zu der wenigstens ein Integral ohne 
Logarithmen gehört, eine ganze Function von x des Grades r als parti- 
euläres Integral zulässt. 

In der That, wenn zu —r ein Integral ohne Logarithmen gehört 


(9, y= Ze,(e-a,) Bern, 
(x) 


so werden die Coeffieienten c,, c,_,, ... nach der Formel (6.) für @= 0 be- 
rechnet. Ist dies bis c, einschliesslich geschehen, so hat man für c_, die 
Gleichung 
F,(—1l, a)e_,+F,(0, a)e+""+F,(m—1l, a,)e = (. 

Hierin sind aber F,(0, a), F,(l,a,), ... F,(m—1,a,) gleich Null; wenn also 
F,(—1,a,) nicht gleich Null, so ist e_, nothwendig gleich Null; andern- 
falls ist e_, willkürlich und kann gleich Null gesetzt werden, was geschehen 
möge. Sodann ergiebt sich aus der nächsten Gleichung 


F,(—2, a)e_+F(—1, a)e_1+--+F,(m—2, a)c,_ = 0, 


da e , und F;(0,a,), F,(l,a,), ... F,(m—2,a,) gleich Null sind, dass auch 


e_, entweder nothwendig gleich Null oder willkürlich ist und deshalb gleich 


m—1 


Null gesetzt werden kann u.s. f£e Endlich hat man, nachdem 
Bi halle. Als er 
für e_, die Gleichung 
F,—m, a,)e_„+F,(-m+1, @)e_..t'"+F,.(, a)o = 0, 

woraus wieder folgt, dass c_, entweder nothwendig gleich Null ist oder 
gleich Null gesetzt werden kann. Ist das Erstere der Fall oder geschieht 
das Letztere, so sind m auf einander folgende e gleich Null, also auch 
alle folgenden, da die Reeursionsformel nur m+1 e enthält, nothwendig gleich 
Null oder willkürlich. 
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Wir haben also das Resultat: 

l. Besitzt die zu 2 = x gehörige determinirende Gleichung einer 
Differentialgleichung (B.) eine negative ganzzahlige Wurzel —r (die Null ein- 
geschlossen), zu der wenigstens ein von Logarithmen freies Integral gehört, 
so besitzt die Differentialgleichung eine ganze rationale Function von x des 
Grades r als particuläres Integral. — Hat die zu x = x gehörige deter- 
minirende Gleichung überdies keine positive ganzzahlige Wurzel, so ist jedes 
zu —r gehörige, von Logarithmen freie, nach absteigenden Potenzen fort- 
schreitende Integral eine ganze Function des Grades r. 

Die Frage aber, ob zu irgend einer Wurzel einer determinirenden 
Gleichung ein von Logarithmen freies Integral gehört oder nicht, oder. wie 
ich mich dort auch ausdrückte, ob das einfachste zu dieser Wurzel gehörige 
Integral von Logarithmen frei sei, — eine Frage, die ja nur in Betracht 
kommt, wenn die betreffende Wurzel einer Gruppe von Wurzeln angehört. 
die sich nur um ganze Zahlen oder Null von einander unterscheiden. 
habe ich in No. IV meiner Habilitationsschrift beantwortet *). 

Wendet man jene Kriterien auf diejenige negative ganzzahlige Wurzel 
(die Null eingeschlossen) der zu x = x gehörigen determinirenden Glei- 
chung an, die den kleinsten absoluten Betrag hat, so ergiebt sich, dass zu 


eehört,. da 


dieser Wurzel stets wenigstens ein Integral ohne Logarithmen 
die sämmtlichen in Frage kommenden Determinanten verschwinden. Letzteres 
beruht auf dem Verschwinden der Grössen 


F, ‚v, A) „=V, .* 2 m—i—]1) 


\ 


ka 05, 1) 


wodurch sich alle jene Determinanten so in Factoren zerlegen lassen, dass 
ein Factor gleich Null ist. 

Dieser Wurzel entspricht daher auch stets die Existenz einer ganzen 
rationalen Funetion, und das lässt sich auch auf anderem Wege direct be- 
weisen mit Hülfe des in No. I meiner Habilitationsschrift abgeleiteten Satzes. 
Ist nämlich —r die negative ganzzahlige Wurzel der zu 2= x gehöri- 
gen determinirenden Gleichung mit dem kleinsten absoluten Betrag, so kann 

es kein Integral von (B.) geben, das eine ganze rationale Funetion von x 
ist, deren Grad <r. Folglich darf man in der Reihe 


*) Ueber die Bedingungen dafür, dass eine ganze Gruppe von Integralen von Loga- 
rithmen frei sei, vergl. Fuchs, dieses Journal. Bd. 68, S. 378. 


30” 
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(10.) y= = 0,0) («=V,1,...) 


Cs Cry er &anı Als die m willkürliehen Constanten betrachten, und giebt 
man ihnen bezw. die Werthe 1, 0, ... 0, so ist nach Formel (6.) auch c,, „, 
also dann auch jedes folgende ce gleich Null oder willkürlich. 

Dass übrigens, wenn die Null eine Wurzel der zu 2e=»x ge- 
hörigen determinirenden Gleichung von (B.) ist, letztere eine Constante als 
Integral besitzt, ist auch deshalb evident, weil dann der ÜCoefficient von y 
verschwindet, der ja nach Anmerkung 2 Seite 273 das Produet der Wurzeln 
der zu 2 = x gehörigen determinirenden Gleichung ist. 

Man kann also dem Satz 1 noch hinzufügen: 

Il. Ist —r diejenige negative ganzzahlige Wurzel (die Null einge- 
schlossen) der zu © = x gehörigen determinirenden Gleichung, welche von 
allen solchen den kleinsten absoluten Betrag hat, so ezxistirt ein Integral von 
(B.), das eine ganze Function des Grades r ist. 


Wendet man nun diese Resultate auf die Differentialgleichun 
an und überträgt sie auf (A.), so lauten dieselben: 


g (A.) 

Ill. Besitzt die zu & = » gehörige determinirende Gleichung von (A.) 
eine negative ganzzahlige Wurzel —r, und gehört zu der Wurzel -r —m-+-n der 
zu 2 = x gehörigen determinirenden Gleichung von (A'.) ein von Logarithmen 
freies Integral, so besitzt (A.) ein particuläres Integral, das eine ganze Function 
von x vom Grade r ist. 

Oder: 

Illa. Besitzt die zu © = x gehörige determinirende Gleichung von 
(A.) eine negative ganzzahlige Wurzel —r, zu der ein von Logarithmen freies 


Integral gehört, bei dem überdies noch die Coefficienten der Potenzen 


(2a, ir (2-4), Ei $ (2--a,) "+" 


gleich Null oder willkürlich sind, so existirt eine ganze rationale Function von 
x des Grades r, welche der Differentialgleichung (A.) genügt. 

Wenn nämlich dies der Fall ist, so entspricht einem solchen von 
l,ogarithmen freien Integral von '(A.) auch ein ebensolches von (A), und 
dann wissen wir nach Satz I, dass eine ganze Function des betreffenden 
(rrades als Integral von (A), folglich auch eine solche als Integral von 
(A.) existirt, dass also mit anderen Worten in jenem Integral von (A.) auch 
die Coeffieienten aller anderen negativen Potenzen gleich Null sind oder 
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durch geeignete Verfügung über die eventuell vorhandenen Willkürlichkeiten 
gleich Null gemacht werden können. — 

Die Ableitung dieser Sätze in dem gegenwärtigen Abschnitt legt den 
(sedanken folgender Verallgemeinerung derselben nahe. 

Wenn die zu irgend einem endlichen Punkt z=a, Ü = V,1,...o) ge- 


hörige determinirende Gleichung von (B.) F,_,,(s, a) = 0 eine beliebige, 
nicht nothwendig ganzzahlige Wurzel r hat, und die zu 2 =» gehörige 
Gleichung F,(—s) = 0 hat eine Wurzel, deren entgegengesetzter Werth r+4 
ist, wo 4 eine positive ganze Zahl oder Null ist, und wenn die einfachsten 
zu beiden gehörigen Integrale von Logarithmen frei sind, so sind offenbar 
nothwendige Bedingungen dafür erfüllt, dass die Differentialgleichung ein 
particuläres Integral der Form 
(ea) g,®) 

besitzt, wo g,(x) eine ganze Function von x des Grades 4. Man kann 
daher fragen: wann wird das wirklich eintreten? 

Wir wollen uns darauf beschränken, zwei besondere Fälle hervor- 
zuheben, in denen diese allgemeinere Frage durch die analoge Schlussweise 
beantwortet werden kann wie in dem vorhergehenden Speecialfall. Dort 
beruhte die Möglichkeit, jenen Nachweis zu führen, auf dem Verschwinden 
m(m-+-1) 


*) 


der (srössen 


rn. .v.6 (v=9U 1 ..woa-1 


u 


‘zZ ı), 1, ... m—1), 


wenn daher auch hier nicht nur F,_,(r, a,) und F,(r-+#%), sondern entweder 


\ ! \ 
‚ m—n,)m—n; +] 2 
die / a / Grössen 
F._..(r+r, a) v=Q(, 1,... mn —z—] 
(z ae n;:—]) 


oder aber die Grössen in gleicher Anzahl 


F,(r+.—v, a) (v=Q,1,... m—n.—-z—1 


"N\ 


(«= 0,1, .... m-n;—1) 
verschwinden, so kann man gerade so schliessen wie dort. Daher lässt 

sich das Resultat aussprechen: 
IV. Wenn r eine Wurzel der zu 2 =a, gehörigen determinirenden 
Gleichung von (B.) und —(r-).), wo A eine positive ganze Zahl, eine Wurzel 


der zu 2 = x gehörigen Gleichung ist, beiden ein Integral ohne Logarithmen 
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entspricht und ausserdem entweder noch r+1, r+2, ... r+m—n,—1 in Bezug 
auf a, oder —(r+4)+1, —(r+4)+2, ... —(r+M)+m—n,—1 in Bezug auf 
x = ® dieselben Eigenschaften haben wie r, bezw. —(r+4), so besitzt die 
Differentialgleichung (B.) ein Integral 
(11.) y = (2-a,'g,(®), 

wo 9,(z) eine ganze Function von x, deren Grad 4, 

Allgemein würde die zuletzt aufgeworfene Frage so zu entscheiden 
sein, dass man in (B.) substituirte 


y= (c-a,)u, 
dadurch für # eine Differentialgleichung erhielte, die im allgemeinen die 
Form (A.), nur für m =2 und ausserdem in ganz speciellen Fällen wieder 
die Form (B.) haben würde, und dann nach Satz III (bezw. T) zu prüfen 
hätte, ob diese eine ganze rationale Function von x des Grades A als par- 
tieuläres Integral besitzt. 


111. 


Um noch einige Anwendungen von den bisher gefundenen allge- 
meinen Resultaten zu machen, betrachten wir zunächst die specielle Klasse 
von Differentialgleichungen der Form (B.), bei denen jeder Coefficient, ab- 
gesehen von einem constanten Factor, die Ableitung des vorhergehenden ist *): 


(C.) Sy, 
23) 
wobei die €, Constanten sind, speciell O,=1. 
v(z)= II(z-a)‘, In=m. 
ud ee) 


Für diese Differentialgleichung ist, wenn 


gesetzt wird, 
r R (a), s—-m+n,; (S—M-+n;\ | 
F,.-,.(8 @) = y (a).:6-1)...(-m+n +1) ( R% )+ C\ )++ +0, ] 


n;—1 


i=V, 1, ... 
(i 0), 


Fo) = yvo@[C)+e(,' )4--+C,.] 


*) Für diese Klasse von Differentialgleichungen hat der Verfasser Satz Il des vorigen 
ÄAbschnittes bereits in No. I seiner Habilitationsschrift abgeleitet. 
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Auf Grund der Binomialformel 


@) = 023) 
erkennt man nun leicht, dass in der von Herrn Kronecker eingeführten Be- 
zeichnungsweise *) 

F,(s, a)=0 (modd. F,(s, a,), F,(s—1l, a,)) 
F,(s, a)=0 (modd.F,(s, a,, F,(s—1, a,)), 


\ 


F„-(8 a)=0 (modd. F,_:(s, a), F.-.(s—1, a,)), 
dass also, wenn F,(s, a,), F,(s—1,a;), ... F,(s—z, a,) verschwinden, auch die 
Grössen 

F,(s, a), F,(s-l, a), ... F,(s-xH+r, a) 1=1,2,...%) 


)h i 

verschwinden. Hieraus folgt wieder unter Anwendung des Resultates aus 
No. IV meiner Habilitationsschrift: 

l. Wenn die zu x = x gehörige determinirende Gleichung von (C. 
F,(—s) = 0 die Wurzeln 

eier ir 

besitzt und in derselben Gruppe keine Wurzel vorkommt, deren reeller Theil 
grösser als der von s, ist, so giebt es zu jeder dieser z-+1 Wurzeln ein von 
Logarithmen freies Integral. 

Bilden insbesondere sämmtliche Wurzeln von F,(—s) = 0 eine solche 
Gruppe 

-r, —r+l, ... —r+m-l, 

wo r eine ganz beliebige Zahl, so gehört also zu jeder dieser Wurzeln ein 
von Logarithmen freies Integral. Die Constanten € sind dann aber völlig 
bestimmt, und zwar findet man leicht 


E20 ne 
C,= (-(rr”) 


Also sind die Wurzeln von F,„_.,(8, @;) = 0 

0, 1, ... mn 1 md vr, r—l ... r-n-+. 
Nun lässt sich zeigen, dass, welchen Werth auch r haben möge, jeder dieser 
Wurzeln wenigstens ein von Logarithmen freies Integral entspricht (sodass 


Logarithmen dann und nur dann auftreten, wenn zwei der m Wurzeln ein- 


*) Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. (Berlin, 1882) 
S. 72. 
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ander gleich werden, d.h. wenn r einen der Werthe 0, 1,... m—2 hat). 
Folglich gestattet diese Differentialgleichung eine Anwendung des Satzes 
IV in No. II und besitzt danach die Integrale 


(8 ) " ule), (e-0)"" .g..(2), ... (ea), 


wo die g ganze rationale Functionen höchstens vom Grade ihres Index sind, 
während bei allen das von x freie Glied von Null verschieden ist. Daher 
kann man diese », Integrale auch durch die folgenden ersetzen 


(2-a), (&-0)”, ... ea)“, 
was natürlich für alle Werthe von ö gilt @=1,2,... 0). 
Diese Differentialgleichung 


m SB B\ m—ı 
ZT, vage = 0 


ist in der 'T’hat von Herrn Gundelfinger mit übereinstimmenden Ergebnissen 
behandelt worden *). - 

Ferner ergiebt sich aus jener oben bemerkten Eigenschaft der Grössen 
Fu, Fı; 

ll. Wenn r eine positive ganze Zahl ist unds= —r, —r—1, ... —r—z 
Wurzeln der Gleichung F,(—s) = sind und diese keine negative ganzzahlige 
Wurzel besitzt, die absolut << r, so besitzt die Differentialgleichung (C.) 
z-+1 particuläre Integrale, die ganze Functionen von x bezw. des Grades 


r, r+l, ... r+z sind. 
CEuICH, 
.) 


F, (r—u, 4) (u ie ı Te, GREEN 2—rv) 
(=WU1,... 8) 


mm-F1) Grössen 


) 
F,-,(u, w) (u=Q4, 1... m—r-—|) 


1) i 
Denn mit Hülfe des Verschwindens der 2) (srössen 


und desjenigen der 
/ 
val I. m—1) 
beweist man zunächst, dass zu jeder dieser Wurzeln ein Integral ohne Lo- 
garithmen gehört; folglich entspricht jeder, da es negative ganze Zahlen 
*) Dieses Journal Bd. 100, S. 416, Gl. (6.). — Durch ein Versehen, welches sich aber 


\ 


1 i . \ CH , M—k-+1 
nur an dieser Stelle bemerkbar macht, lauten a. a. ©. die Coefticienten = (— 1 ’ ) 


i RED" a ‚/M—k-+) : 
während dieselben thatsächlich die Form haben 1 ; ), wie durch Verglei- 


chung mit der Definition von [U, V]* S. 413 sofort hervorgeht. 


”h 


PA 
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sind, die Existenz einer ganzen rationalen Funetion von x als partieuläres 
Integral, deren Grad der entgegengesetzte Werth jener Wurzel ist. 

Ein Beispiel hierfür liefert eine Differentialgleichung. welche von 
Herrn Hermite*) benutzt wird und die Lösung besitzt 

 , 
f(2) 
wobei 
f(2) = (3--2u)(2—2,)...(2—3, 

und m eine positive ganze Zahl ist, nämlich 


Abgesehen von einem eonstanten Factor, kann F,(s) auf die Form gebracht 


werden 
. s+n—m—] sS--n—m 
F,(s) = ( )| tm!. 
u u n t 


n ; +] 
sodass F,(s)=0 die Wurzeln hat 
s = m—n+l, m—n+2, ... m —n(m-+]l). 
Da dies die entgegengesetzten Werthe der Wurzeln der zue=x 
hörigen determinirenden Gleiehung sind, besitzt also nach Satz II. diese 
Differentialgleichung » partieuläre Integrale. die ganze Functionen der Grade 
m, m—1l, ... m—n-+1 sind. 


( P- 


, 
_ 


In der That genügen ihr die Funetionen 
nie), . Eile), ... Ale)"”), 
wo /I,(z) das Residuum von on in Bezug auf z, ist. Dies sind 
u, 
ganze Functionen von z vom Grade m, die man also auch durch » andere. 


bezw. vom Grade m, m—1, ... m--n-+l ersetzen kann. — 


H 


Als ein weiteres Beispiel möge die Differentialgleichung dienen, welehe 
Herr Hermite in derselben Abhandlung verwendet ***): 


J. 
. "FIr/m+n-+1' BEE ET, RER 
(15) 23 (( r tel), ", Im @dye ’_(, 


worin f dieselbe Bedeutung hat wie bei (12.) und m wieder eine positive 
ganze Zahl ist. Sie besitzt die » Lösungen: 


2. Dieses Journal Bd. 79. 
M. L. Fuchs de Gottingue. 5, 337. 
"ii «2.060. 5 38. 
EN) 6 u 0: ©, GMD, 


Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite de Paris 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 4. SH 
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y- fi ford 


(2 zjm rt G=1,2%...n). 


“0 


Da aber die zuc= » gehörige determinirende Gleichung die Wurzeln hat 
m+l, m+2, ... m+n; —mn, 
so muss die Differentialgleichung noch eine ganze Function vom Grade mr 
als partieuläres Integral besitzen. In der That ist die Lösung 
d" R z m 
&) = FU 


de" 
eine solche. 


IV. 

Endlich sollen die Sätze des II. Abschnittes noch auf die Differential- 

gleichung der Gaussschen Reihe 

(ae —z2)y —[y—-(e+P+Delytepy = 0 
angewandt werden, um zu entscheiden, wann diese eine oder auch zwei 
linear unabhängige ganze rationale Functionen als partieuläre Integrale besitzt. 

Da «, P? die Wurzeln der zu 2 = x gehörigen determinirenden 
(Gleichung sind, kann man sofort das Resultat aussprechen: 

Ist nur eine der beiden Grössen «, P, 2. BD. «a, eine negalive ganze 
Zahl, so besitzt die Differentialgleichung ein particuläres Integral, das eine 
ganze Function vom Grade —e. 

Dasselbe ist der Fall, wenn « und | denselben negativen ganzzahligen 
Werth haben. 

Sind « und [ von einander verschiedene negative ganze Zahlen und 
01 <—p, so existirt stets eine ganze Function des Grades —a, die der 
Differentialgleichung genügt, ausserdem noch eine solche vom Grade — ? dann 
und nur dann, wenn y einen der Werthe hat 

y= ß-+l, ß+2, ... a-l, «”) 

Die Determinante nämlich, deren Verschwinden die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist, dass zu —? ein von Logarithmen freies 
Integral gehört, redueirt sich in diesem Fall auf 

PB-7+DPB+YP-7+2)..-(e-1)(e-7), 
und da, wenn «@ und P negative ganze Zahlen und —@<Z—/, die Factoren 
PB, P4+1, ... @—1 nicht gleich Null sind, so muss eine der Grössen 
P-y+l, P-y+2, ... a-y 
oleich Null sein. 


*) Vergl. die auf andere Weise abgeleiteten hiermit übereinstimmenden Resultate 
des Herrn Schafheitlin in seiner oben eitirten Dissertation S. 28. 























Bemerkung zu vorstehender Abhandlung des 
Herrn Heffter zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. Fuchs.) 


Es sei g,(z) eine ganze rationale Function des mten Grades, q,(x 
eine solche, deren Grad nicht grösser als m —z, und es seien die Integrale 
der Gleichung 

(e.) Hey" ray" rgule).y = 0 
regulär, so beweist Herr Heffter (5. 275) den Satz, dass die Gleichung («.' 
durch eine ganze rationale Function vom Grade r befriedigt wird, wenn 
die zu 2=x gehörige determinirende Fundamentalgleichung die negative 
ganzzahlige Wurzel —r besitzt, und wenn zu derselben wenigstens ein von 
Logaritlımen freies Glied gehört. 

Wir wollen voraussetzen, dass die von x unabhängige Grösse y 
von Null verschieden ist. Differentiiren wir die Gleichung («.) %-mal. so 
erhalten wir 

PB) lady dh layer + +). y® = 0, 
wo h,,(x) eine ganze rationale Function höchstens vom Grade m—z be- 
deutet; inbesondere ist 


(7.) hn(E) > Int hut kg at tun, 
R . . pp _° s d*« . 
wo 4, der zte Binomialcoeffiecient von 4 und g = 4 eine von x un- 
> 


abhängige Grösse. 
Der Ausdruck A,, wird übereinstimmend mit der linken Seite der zu 


z=» gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, wenn wir = —s 
setzen und s als Unbekannte dieser Gleichung betrachten. Daher ist %,, = U 
für A=-+r, wenn diese Gleichung die negative ganzzahlige Wurzel s= —r 


besitzt, und umgekehrt, wenn A,,=0 für A=r, so hat die zur=x ge- 
hörige determinirende Gleichung die Wurzel —r. 


« 


36* 
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Ist daher —r diejenige negative ganzzahlige Wurzel dieser Gleichung, 
welche den absolut kleinsten Werth besitzt, so Ist ,„=0 für A=r, aber 
nicht Null für <{r. Dann aber ist die Gleichung (?.) für = r diejenige 
Gleichung. welcher die rten Ableitungen der Integrale der Gleichung («.), 
und nur diese genügen *), Da nun, wenn A,,=0, die Gleichung (P.) für 
.=r durch y"’ = C befriedigt wird, wo C eine von Null verschiedene Con- 
stante, so folgt, dass der Gleichung («.) durch eine ganze rationale Funetion 
des Grades r genügt werden kann. Wir erhalten also den Satz: 

Besitzt die zu x = x gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
ganzzahlige negative Wurzeln, und ist —r diejenige unter ihnen, deren ab- 
soluter Betrag r den kleinsten Werth hat, so hat die Gleichung («.) eine 
ganze rationale Function rten Grades als Integral. 

Dieser Satz enthält eine Ergänzung des erwähnten T'heorems des 
Herrn Heffter. 

Für die Differentialgleichung der Gaussschen Reihe 
(0) (a a)y”?—[y—-(a+P+YDely+eapy = 0 
reht die Gleichung (P.) über in 

I) Kay? —[y+i— (la +++ V)e]y’+G+e)A+P)y? = 0. 

Die Wurzeln der zu e=»x gehörigen determinirenden Gleichung, 
welche für Gleichung («'.) gebildet ist, lauten in diesem Falle «, 5%. Wenn 
nun @ eine negative ganze Zahl, 5 entweder nicht eine negative ganze 
Zahl oder doch nur eine solche, deren absoluter Betrag nicht kleiner als 
der absolute Betrag von «, so ist für <a der Coeffieient von y' in 
(rleichung (7) von Null verschieden; er verschwindet erst für = —a, so 
dass Gleichung («'.) durch eine ganze rationale Funetion des Grades —« 
befriedigt wird. Ist auch 5 eine negative ganze Zahl, aber %= «—xz, wo 
z eine positive ganze Zahl, so genügt der Gleichung (?.), d. h. jetzt der 
(rleichung 

(P°.) (-2)yr-[r—aP-er+rl)ajyt” = 0 
dann und nur dann eine ganze rationale Function, wenn 7 gleich einer 
der Zahlen >+1, P+2, ... +7. Der Grad derselben ist <—1, woraus 
sich dann ergiebt, dass die Gleichung («'.) durch eine ganze rationale 
Funetion des Grades —@+z = —/ befriedigt wird. Diese Resultate stimmen 
mit denen des Herrn Heffter in No. IV seiner Arbeit überein. 


“) Siehe dieses Journ. Bd. 65 8. 354, 








Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit rationalen Coefficienten. 


(Von Herrn Paul Schafheitlin.) 


Die vorliegende Arbeit behandelt ein ähnliches Thema wie die ersten 
Abhandlungen, welche Herr Fuchs über Differentialgleichungen veröffentlicht 
hat. Während aber Herr Fuchs sich durchaus analytischer Methoden zu 
seinen Untersuchungen bedient, versuche ich es, die Resultate auf möglichst 
algebraischem Wege zu gewinnen. 

Dazu ist es nöthig, dass die allgemeine Form der Difterentialglei- 
chung auf eine gewisse Normalform gebracht wird, bei welcher in den 
Coeffiecienten als Parameter gewisse Grössen auftreten, welche in enger 
Beziehung zu den Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung ste- 
hen und Verallgemeinerungen der Gaussschen «, 5, y sind. Specielle Fälle 
dieser Normalform sind schon mehrfach behandelt und zur Ableitung der 
Eigenschaften der Differentialgleichungen benutzt worden. Hierher gehören 
die Arbeiten "der Herren Seifert: Ueber die Integration der Differential- 
gleichung 
‚day 
we 


\ 


f / un y lı 
dt—-a)(t—b)(t—c +fa+bt+ct 4 


)qy ro +el)y = 0 

(Inaug. Diss. Göttingen 1875); Heffter: Zur Integration der linearen homo- 
genen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Inaug. Diss. Berlin 1886 
Pochhammer: Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeo- 
metrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten (dieses ‚Journ. 
Bd. 102). 

Im ersten Paragraphen werden die Differentialgleichungen auf eine 
solche gebracht, deren Coefficienten ganze Functionen sind, welche in Be- 
zug auf ihren Grad einem bestimmten Gesetze gehorchen; diese Differential- 
gleichung wird die allgemeine Form der linearen Differentialgleichungen ge- 
nannt. Im zweiten Paragraphen wird die oben erwähnte Normalform ein- 
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geführt, deren formale Eigenschaften im dritten Paragraphen behandelt werden, 
während der folgende Paragraph die Zurückführung der allgemeinen Form auf 
die Normalform bewerkstelligt; die letzten beiden Paragraphen schliesslich 
gehen auf den Charakter der durch die Normalform definirten Functionen ein. 


sl. 
Versteht man unter p,, p:, -.. p„ beliebige rationale Functionen einer 
Variabeln x, so lautet die Differentialgleicbung, mit welcher sich diese Ar- 
beit beschäftigt, in ihrer allgemeinsten Gestalt: 


\ l jr—1 d 
(1.) — +p — rt nn +9,y9 =U\. 


dx" I dar! 


Man übersieht sofort, dass man statt der rationalen Functionen ganze 
Funetionen erhält, wenn man (1.) mit dem Generalnenner aller Coeffieienten 
multiplieirt; nennt man diesen q, und bezeichnet mit q,, ... q, gewisse ganze 
Funetionen, so geht (1.) über in: 

(2.) Zu. = 0. 

Am übersichtlichsten bei der Behandlung dieser Gleichung ist der 
Fall, dass der Grad der Funetionen g nicht höher ist als der Grad der 
Ableitung, deren Coeffieienten sie sind, und dass q, eine Function »ten 
(Grades von z ist, in welcher der Coeffieient der höchsten Potenz nicht ver- 
schwindet. 

Auf eine solehe Form kann (2.) stets gebracht werden. Sei q, von 
beliebigem Grade m, und überschreiten die Coeffieienten q, den Grad m—r 
höchstens um k, wo %k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so kann 
(2.) geschrieben werden: 

n n—1 r 
(3.) F(@) + L, rd = 0. 


da’ 


Hierin bedeutet F,(x), wie später @,(x), H,(z), ... ganze Functionen mten 
Grades von x, in denen der Coeffiecient der höchsten Potenz von x nicht 
verschwindet; f,(2) und später g,(z), h,(z), ... ganze Functionen von x 
höchstens vom Grade p. 
Wählt man nun einen Punkt «a derart, dass 
(4.) F,(a)0, 


so Seize man 
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(5.) ETAGE. 


Hieraus folgt: 


dy „> Ay 
ee + m 
= 4rle ae), 
dx’ mg de N 
d’y Ba „ n 23 d’y A HE d’y _ HE dy | 
dx’ @ ae > ge de)’ 
allgemein: 
dry a „ d’y 
. = (1) 30,5 <——,; 
(6.) dar \ 1) a re 


wo c,, einen gewissen Zahlenfactor bedeutet, und zwar ist: 
(7\ & / g u > 
er) = (el); u=e,>=]1. 
Führt man $ in (3.) ein, so folgt: 


x 1 
Far) u Em_n+ktı Y 


ı 


also: 


5 (ze\ d’ Y . 1} 4 rkr7 (2) y' Ce u d’y 
entkır\ Kb) u 5 Ya > Pt = = 
r—U ’ TRTREN / dx , 5% ‚ ur A) | de 
1 a1 . d’y n—1 
> \ = x £ . ef; > & 
(8.) — k n+k dam) - de Pr \ 1) ( g - 
- / () an / ) 
1 5 a ay 
a y En, (@ £ ö 
BEE, aa Be > 





wo der obere Index von A nur die Abhängigkeit von 4 andeuten soll. 
Ferner ist wegen (4.): 


F 1 = z (1 (& 
also: 
d"y | 1 RURR. „ d’y 
( y / 5 en u Li £- y' > ös . e 
(9.) F, (2) de" re \ B & in (1 { >, = CinS d&’ 


Setzt man (8.) und (9.) in (3.) ein, so ergiebt sich bei Berücksichtigung 
von (7.): 


1 on | u „ d’y 
/ \m Y [EN JAN x zALlıA) fE . 
(10.) (—1) & N Gr, tn \>/ dE . Em—n + A ur > h' tk\>, dE* 
oder: 
mieklNN >) d”y ' rc Baakıı SEN d’y 
11.) IrEG,. I +2 ED, ee 


0 


- j 
y de” ' 


/ dA 
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Differentiirt man (11.) (m+A)-mal nach £, so hat die resultirende Differential- 
gleichung offenbar die verlangte Gestalt: 


dvy 
dv 


d”y 
(12.) G.(2) n +29 „(X T) ME v, 


wo x und n für $ und n+m-+h gesetzt ist. 

Jede unter (1.) enthaltene Differentialgleichung lässt sich somit auf 
(12.) bringen; es soll (12.) die allgemeine Form der linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten heissen. 

Sämmtliche Lösungen von (11.) sind unter denen von (12.) enthalten: 
da aber dureh die Differentiation auch noch einige Lösungen hinzukommen, 
welche (11.) fremd sind, so wird es zweckmässiger sein, Differentialglei- 
chungen der Form (11.), nämlich: | 

n—ım n -m—1 ) 
(13) EHE = 0, 


da" han dx?’ 
direet zu behandeln; es soll (13.) die m-fach redueirte allgemeine Form heissen. 
Bei der Behandlung von (12.) wird die entsprechende Gleichung 
zweiter Ordnung: 


\ 1’ I 
(14. (e—k,)( x) R$ (ax + -b) “ „tg = 0 


als Muster dienen.. Indessen knüpft man die Untersuchung über die be- 
treffenden Differentialgleichungen nieht an (14.), sondern an: 


: r I 
(15.) (e— k)(@—k) + (oe +P+V)r—y(k+k)} = +apy 


an, welche im Falle %,>%, durch eine lineare Substitution der unabhängigen 
Variabeln auf die bekannte Gausssche Differentialgleichung: 
d’ı | dı 
(16.) ze) 5 +la+P+De-7i og, +epy = 0 


' dx 
redueirt werden kann; die meisten Resultate ergeben sich mit Hülfe von 
@, P, y in einfacherer und übersichtlicherer Gestalt als vermittelst a, b, 
Man wird also nicht unzweekmässig (15.) die Normalform der Differential- 
sleiehungen zweiter Ordnung nennen. Um diese Bezeichnung zu recht- 
fertigen, mögen einige Eigenschaften von (15.) angeführt werden: 


j BR d i R 3 
I. Die Coeffieienten von = und y sondern sich in zwei Gruppen 
(y und «, ?) derart, dass die Elemente einer Gruppe mit einander ver- 


tauschbar sind. Diese Coeffiecienten ergeben sich aus denen der allgemeinen 
Form (14.) durch eine lineare und eine quadratische Gleichung. 
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. - . . dı i . döts 
II. Ist y eine Lösung von (15.), so ist —°- eine Lösung derjenigen 


dx © 
Differentialgleichung, welche aus (15.) dadurch entsteht, dass «+1, 3-1. 
y+1 an die Stelle von «, ?, y treten. 
Ill. Setzt man: 


y= Zar, 


so besteht die Reeursionsforme]: 


k,k,A+DA+l)a,.:—(k+k)A+Dd)i+Y)a,, t@+e)i+P)a, = 0. 


m“ 


IV. Wenn « oder 5 den Werth 1 haben, so redueirt sich (15.) auf 
die erste Ordnung, nämlich auf: 
"\f m dy Wr, f \/k oe \! ui 
(e—k)(2—k;) 2 + Pr —(y-1l)(k+k)iy = ec, 
wo ce eine willkürliche Constante bedeutet. 

V. Ist % oder %, gleich Null und « oder ? gleich y, so wird die 


in eine Potenzreihe von x entwiekelbare Lösune von v unabhäneie. und die 
be) / b 


Differentialgleichung redueirt sich für diese Lösung auf: 
rpPYy V. 


VI. Wenn « oder 5 eine negative ganze Zahl ist, so ist eine Lö- 
sung von (15.) eine ganze Function von z vom Grade —« resp. —/. 

Es taucht nun die Frage auf, ob es für die Differentialgleichungen 
von beliebig hoher Ordnung eine ähnliche Normalform giebt: mit dieser 


Frage werden wir uns in den nächsten Paragraphen beschäftigen. 


S 2. 


Bei der Untersuchung der vorliegenden Frage sollen die unter I. 
und Il. bemerkten Eigenschaften der Differentialgleichung (15.) als Leit- 
faden dienen. Es spielen die Coefficienten der höchsten Ableitung eine 
andere Rolle als die der niedrigeren: die Wurzeln der dureh Nullsetzung 
des Coefficienten der höchsten Ableitung entstehenden Gleichung seien: 


k, r k; . k; . re Bi 


Die in den anderen Coeffieienten von (12.) noch auftretenden In/n--1 
(srössen sollen gemäss I. in » Gruppen zerfallen, von denen die erste ein 
Element, die zweite zwei u. s. w. und die »te Gruppe » Elemente enthält. 


ie; 
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Die Elemente der vten Gruppe seien 


€E,ıs €,2, E,3; . . . € 


We” 
Fügt man zu den erwähnten Bedingungen, dass nämlich die Elemente einer 
Gruppe beliebig mit einander vertauscht werden können, und dass, wenn y 


dy 


eine Lösung der gesuchten Gleichung ist, gqy eine Lösung derjenigen Glei- 


chung ist, welche aus jener entsteht, wenn au Stelle der Elemente & die 


Klemente &+1 treten, noch hinzu, dass das von x unabhängige Glied des 


dPy 
dx? 


( 1 (.) (—1)!, € —9,1° €, —p2° . €, —p,n FR 


(!oeffieienten von sel: 


worin N, die elementare symmetrische Function pter Dimension der Grössen 
hi, Ar. ... %, bedeutet, so lässt sich hieraus die gesuchte Gleichung finden. 
Es sei: 

(N) EV E(-1yBo-p, Ro” = 0 
N pa dr van 
die gesuchte Normalform; es bedeutet hierin B(r—p, e,_,) eine Function, 
deren Abhängigkeit von den Elementen der (a—r)ten Gruppe noch zu er- 
mitteln ist. Nach den Festsetzungen über den Coeffiecienten der höchsten 
Ableitung ist: 

(18.) BO, 2.) 1 
und nach (17.): 


A/ Fr, ' 
D \n pP, €, a) 27 Ep u €. —_p,2 ’ €, —1,3**° En—pn—p° 


Ks sei S(u, &,) die elementare symmetrische Funetion «ter Dimension 
der Elemente &, 1, &,2, +++ &,,;5 e8 wird alsdann der Forderung der Vertausch- 
barkeit der Elemente einer Gruppe Genüge geschehen, wenn B(z—p, &,) 
eine Funetion der Grössen S(u, &,) ist. Bevor wir auf diese Abhängigkeit 
eingehen, soll eine Beziehung zwischen den S(u,e,) und S(u, e,-+1) ab- 
geleitet werden. 

Aus der Theorie der algebraischen Gleichungen ist bekannt, dass 
die Gleichung: 

(20.) (1 Se->, &,)C” = ( 


die Wurzeln &,,, &3, ... &,, besitzt. Die Gleichung: 


0,0 
SS 


(21.) &(-1)’S(g-», &,)(a-r) = 0 


vi) 
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0; 0 


der Üoefficient von (—1)’z’ die Grösse &(g—rv,e,+r). Nun ergiebt sich 
aus (21.): 


hat demnach die Wurzeln &,,+r, &atr, ».. &,,+r; es ist somit in (21., 


e « IIv 
>” (—-IYCS(o—rv. &)\) F(— 17“ a A 
N ”So=», DR 1) Hullv—u)' ’ 
oder: 
® Ilv 
* —1])*r u $y' r’ —lı = D—V. & \ Zu (), 
zu / = „Ju NMo—u) ' ug (€ 0) 
Also ist: 
fr ! 2 IIv ne / \ 
(22) S(e-u, 8+r) = Pr&(-r, 6); 


vu JHIull(v— u) 
und speeciell: 


Q IIv m 
.)* C= AR L: N Ri Sl pe \ 
(23.) S(co—u, +1) = = Hullv—u) ” DE 2 


Mit Einführung der Grössen © folgt aus (18.) und (19.): 
(24.) DO, &,,)=&(0, e_)=1, 


(25.) Bln—p, &,_,) = S(n—-p, &,-,)- 


Differentiirt man (N.), so folgt: 


(N 


/ 


26) Er ENBa-n 8)+p-r+DBa-p-1,6,18,0 = 0, 
wenn man setzt: 
(27.) Bd—1, &_,) =. 
Nach der anfangs erwähnten Bedingung ergiebt sich hieraus zur 
Bestimmung der Grössen ® die Recursionsformel: 
B(n—p, u,+1) = Bin-—p, ,_,)+{p-r+1)d(n-p-1, &_,) | 
oder: 


(28) Blo—, 8+1) = Ble-—i, &)+QA+1)B(o—i—1, e, € 


Setzt man hierin 4=0, so folgt mit Rücksicht auf-(23.) und (25.): 
(29.) Blo—l, 8) = F&le-u, s,). 
- 

Für 2=1 folgt mit Rücksicht auf (23.) und (29.): 

(30.) Be-2, ) = ZA'-)So-M, ©). 
So fortfahrend gelangt man durch Induction zu der Formel: 

(31.) Blo—i, &,) = y PIC u)S(o—u, &,); 

= 


worin bedeutet: 


‘ ) 3( y \A—3 vr 2 N 
(32.) \ bh, a) = —1) Iv II—v) ( 1), 
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Um zu zeigen, dass die durch (31.) definirte Grösse B(e—4, &,) der 
Reeursionsformel (28.) genügt, muss der Zahlenfactor 3(A, «) zuvor einer 
genaueren Betrachtung unterzogen werden. 

Aus (32.) folgt: 

3(4, u+l)—A(), u) = 


„UA 


i—1 
_ I) —1 ” 
2.1) Emci-D° 


also: 

(33.) 5(A, u+l) = Aylh, u)+3(A—1, u). 
Da nach dem binomischen Lehrsatze aus (32.) folgt: 

(34.) (A, 1) = VÖ A>1), 
so ergiebt sich aus (33.): 

(39.) 3(4, u) = 0 R>u). 

Dieser Beziehung wegen lässt sich (31.) auch schreiben: 
(31°) W(o—4h, &,) = F;(i, WWS(o-—u, &,). 
ul 

Ferner folgt aus (33.): 

(36.) aD el, 


und schliesslich aus (32.): 


yurt! 


’ 


es re ER gr _ Ir +1 - 
ı(A+1, u+l) at 1) I 1A—v-+1) 


Rs )+1 a 3 u IIu a“ 4 
=. N@-DAG-—r+1) S, II< II(u— x) w—1) 
‚za - IIu J—v+1 (v—1)* 

E = II« II(u—x) , 3 N. No@—-1)NA—v+1) 


Da für z=0 die innere Summe verschwindet und deren Anfangs- 
glied für jedes andere z, so erhält man: 


Rn ss IIu u v* 
rl, url) = Z Tellu— x) < 2-1) IIv II(A— v) ’ 
oder: 
(97 N . ' l 
(37.) 3(4+1, u+l) = Mu & Im Tre (A, x). 


Vermöge (33.) lässt sich auch die von Clausen *) herrührende Formel 
beweisen: 
pP 


20 z IIx 
(38.) = al II —}) 3(A, pP). 


*) Dieses Journal, Bd. VI. 
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Nimmt man, um das Kästnersche Beweisverfahren anzuwenden, an, 
dass (38.) für p — u richtig ist, so folgt: 
zllr 


ri 5 2lh \ 
£ - Ic —}) a, 4) 
° ILr ‚Ilx u, + 
> ! E j 
= II(z—4,—1) I(2—))0\ .u) 
u+1 IIx Pr u Illz Re | 
=_— E 2 A— i y' BR, \ \ 


Wegen (35.) darf in der zweiten Summe die obere Grenze eleich 
“+1 angenommen werden, dann folgt: 
Ilx m \ 
5 Ian, | 


Berücksichtigt man (33.) und bedenkt, dass: 


put! 


\ 


e u 9 | 
s(A—1, u)-+Az(A, w)I+zz(l, u). 


(39.) (1, W=z(ll, ul) =1 
ist, so erhält man: 
u+l IIx ” ’ 
zet! = ‚= AA, u rl). 


5 Ilc—) ° 

Diese Formel würde aber aus (38.) für p=u-+1 folgen; da (38.) für 
p=1,2,... richtig ist, so gilt diese Formel für jedes positive ganzzahlige 
p und beliebige Werthe von r. 

Mit Hülfe der letzten Entwiekelungen lässt sich nun zeigen, dass 
die durch (31.) oder (31°.) definirte Grösse B(e—4, &,) der Reeursionsformel 
(28.) Genüge leistet. 

Ks ist: 


i 7 % ” 3’ \ime/ 
B(e-4, 8,+1) = 230, W)Sl-u, & +1), 


u } 


also bei Anwendung von (23.): 


0 s o IIlv 


Blo—ı, es +1) = Fıll, u) S(o—r. & 
u fi) > u pr .. } 2 N “ i 
x dar. se ) u= ‚5\ en Mull(v—u) n 
4 ’ ] 
a) u \ a) , \ 
= 53 IIvSo(lo—vr, &) 5 (). u). 
In nf er ’ 9% Zı THIul(v—u) J\ 


Wendet man hierauf (37. 


N, 


an, so ergiebt sich: 


Bw 


we 


( | l, 7 1)S oO Pu 8, 


NV- 


(40) Ble-1, 2-41) = 3; 


yv=] 
Andererseits erhält man: 


Be, J+R+DBE-A-1, 8) = Z&e- 


v—_ 


! 


-— 
» 


-— 
Es 
Cs 
z 
>> 
-— 
-_ 





er 
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oder vermöge (33.):, 
0 
(41.) Ble—, &)+A+)Ble—A-—1, &) = &3(4+1, v+1)S(e—v, &,). 
- 


Aus (40.) und (41.) folgt (28.) sofort, und hieraus sieht man, dass die Nor- 
malform (N.) den an sie im Anfange dieses Paragraphen gestellten An- 


forderungen genügt. 


Nachdem im vorigen Paragraphen die Normalform (N.) gefunden 
worden ist, so wird nun zu untersuchen sein, in welcher Gestalt die im 
$ 1 unter IIL.—VI. angeführten Eigenschaften der Normalform zweiter Ord- 
nung sich hier für (N.) wiederfinden. 

Zu dieser Untersuchung bedarf es einer auch später noch häufig be- 
nutzten Beziehung zwischen den Grössen B, welche daher zuvor bewiesen 
werden soll. Diese Beziehung ist durch folgende Formel dargestellt: 


118 2 T1Q0H+p) 
(42 Da — u — RE 
+2.) d(E “ ee 9) II, p=U Ip)? . P» 2 


\ 


wo 9 eine völlig wilikürliche reelle oder complexe Zahl bedeutet. Zum 
Beweise setze man zunächst 4 = 0: dann lautet die zu beweisende Forme]: 
@ l 
Yo, +49) = UI ,F Wo—p. & 
\N [% I ı ) = I($—p) N P: k 
oder nach (25.): 


4% (od I dl ot | J« 4 1 
(43.) S(e, 849) = ©(e, &,) +19 2 18 -p) B(o—p, &,). 


Bezeichnet man das letzte Glied von (43.) zur Abkürzung mit Ö, so ist 
nach (31.) 


rw 1 4 = Le 
— /I$ 5 1168 —p) S;3(p, u)S(e-—u, €) 


p = U p 


I ni 3m u) 
-- 13 2 &(0 4, 2 II($--p) 


Wendet man hierauf (38.) an, so erhält man: 
Fi —- 2 Slo-u, £,). 
um 


f 
f 


Setzt man in (22.) e, und 9 an Stelle von e,+r und —r, so folgt 
aus der letzten Gleichung: 








da 


mn. 
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. ‘ d 
=: IIv \ 
DAY - 3 a) a) an | vu 9 (> 0o—v £ | 9 \ 
© = zu IIu II(v— u) Sc A 
e mn v IIv 
= EPSlo—r, &,+9) E (1) | 
= Bl u ed ne Ze 


y — 2 (-1) NSl(o—rv, €, +9), 
Ferner ist nach (22.): 
S(o, &) = (19 S(o—rv, &,+9), 
” v—( * 


also folgt aus den beiden letzten Gleichungen: 


(N 


b) 


f 4 ıyr’ PETER Bf N) ( Ne 
0, €) r»D - DO &,+%4); 


hierdurch ist (43.) bewiesen. 





Vermöge (28.) lässt sich sehr leicht zeigen, dass, wenn (42.) für 
irgend einen Werth von A besteht, diese Formel auch für den Werth 4-1 


eiltig bleibt. Da nun für = 0 die Formel für jedes 9 gilt, so ist 


42.) allgemein bewiesen. 


\ 


Dureh die bekannte Relation: 


z RER i nz 
(44.) II(z-1)II(—z) = 


sin tz 
ergiebt sich aus (42.): 


7 N 1: a l a f ‚I4-+p)II(p—-#—-1) a 
Blo—i, +9) = 5 (pr Blo— 
Seh rd) = nn) ar Ip u = 
oder: 

a | 4 IIA+p)IKp+9—1) | 
(45. D(0—4 ER.) —— lc et TERN Dun. FIRE : 
45.) Bed, 9) = an CV II Be. TOM 


Ist im speciellen in (42.) 9 eine positive ganze Zahl kleiner als o 


werden die Glieder für p=9+1, 9-+2, ... e—4 aus obieer Summe ver- 


schwinden; ist z.B. 9=1, so geht (42.) in (28.) über. 


Mit Hülfe der gewonnenen Formeln kann man die Reeursionsformel 
ableiten, der die Coefficienten der in Potenzreihen von x entwiekelbaren 


Lösungen von (N.) genügen. 


Sei 
EN = r 
(46.) Y en 2 a,X 9 





also 
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allgemein: 


r dry ER - II(}-+v) At+v—» ‚u 
(47.) dar _— Fe NQO-+v--p) d,,,X ! (v=U, 1, ... p). 
Substituirt man (47.) in (N.), so folgt: 
” II(A+v) DL a 
23,237 ) Japan Ba-p, 8,2 = 0 
oder: 
RE 
Zei} Fu" 22 1) II(A+v—p) a,,,Dd(n P; ER, er. d. 


Damit diese Gleichung eine Identität wird, muss der Factor jeder Potenz 
von x verschwinden; also ist: 


FE &(-1y UN gap, Ra, = 0 


p=0 v—=U II(A+v—p) : 
oder: 
n ‚ n B(n—p ER 
ae ‚T A+rv . Pi £ r s2$ 
ZCDMANR, a, 2 ar) 0, 
n 4 Nn—Vv B(n—v—p, u ‚) 
ae ‚Ta | * men i 
Ela la ee ee 
Wendet man (42.) auf die innere Summe an, indem man setzt: 
oe=n—r, I=0 9=4, 
so folgt: 
. v IICA +») Br 1% > 
) er 1) 11), (nr, En ‚raR,a, 4, =) 1 
oder: 
48.) 2-4) 1).. 4 Dental teren rt Ra 4, = 0 


RZ0. 
Diese Formel ist die naturgemässe Erweiterung der im $ 1 unter III. ge- 
gebenen Recursionsformel. 

Ist die rechte Seite der Normalform nieht Null sondern eine will- 
kürliche Funetion g(x), welche in der Umgebung des Nullpunktes endlich, 


eindeutig und stetig ist, so dass also: 


(49.) p(z) = Sb,et, 


so Bm En über in: 


(' 0.) 2 ner 2 1) (41 -v)(A4 ; v—1)...(A4 -1)(e n—) ıti)(E, -Y, tr). tR, a &, — b;. 


> 


Ks ist nun zu untersuchen, in welchem Falle sich. die Normalform 


auf eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung redueiren lässt. Ist eine 
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Reduction um m Grade möglich, so wird die redueirte Differentialgleichung 
folgende Gestalt besitzen: 


4 n—ım dry m+p m—1 
61) & —; _ 2 (— 1)’ Mn —m— )R,a” tr” = ce, 
pl v= y—ı 


worin ce, willkürliche Constanten und die Grössen M Funetionen der Ele- 
mente &,_, bedeuten, welche dadurch zu bestimmen sind, dass (51.) dureh 
m-fache Differentiation in (N.) übergehen soll. Bedenkt man bei Ausfüh- 
rung dieser Differentiation, dass: 


er )pmtp-r er eo und IIm II(m+p—v) | mtr dtp=uy 
de" | dcr „u Ilu Ilm — u) Il(m-+p-—u—v) dr" +p-u 
ist, so ergiebt sich aus (51.): 
n-m m+p m 3 ’ Ilm II(m+p—v) dr tp-uy 
A v\ a nu NY SL tp-u=-) FG. m (), 
232 In —m—p, En, Mulllm— u)H(m+p—u-—v) hl ee 


Man sieht hieraus, dass die Summation nach « zuerst vorgenommen werden 
kann; führt man alsdann für p einen anderen Summationsbuchstaben z ein 
durch die Gleichung: 


m+p—u = T, 


so folgt: 
. En». IImIl T—v d’ı 

CR) 2.8 Te 1 DMn-unt, 5,8, Tem rt. 
Aus (51.) erkennt man, dass die Indices der Grössen M zwischen 0 und 
n--m liegen; man kann daher festsetzen: 

(93.) Me—k, &,_,) =M(n—m+k, &_,)=0, 

wo %k eine positive ganze Zahl mit ae der Null bedeutet. Bei 
dieser Annahme kann man für die Grenzen von r in (52.) 0 und n setzen. 
Wegen des Nenners //(r—rv) darf 7 für die obere Grenze von v gesetzt 
werden; vertauscht man alsdann wieder die Reihenfolge der Summationen, 
so resultirt: 
0 


u 


- ‚6 IIm a. II(u +Tr—v 
ER ’ r' P3 ri M/ ii id. \ er 0. 
0 de’ = ne IKt —9) 5 Dplka—) N ET ) 


Statt m kann n—r für die obere Grenze von u gesetzt werden; denn für 
n—t >m verschwinden die hinzugefügten Glieder wegen //(m— u), für 
n—-r<Z_m wegen (53.). Vergleicht man alsdann die letzte Gleichung mit 
(N.), so folgt zur Bestimmung der Grössen M: 


- Im "= IKu+r— ni gr \ 
(B4.) II(t—v) 5, Hu Ilm — Mln—u—r, &,) = B(n-T, &,_,) 
vi 2 ‚„.. 
es ng} 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 4. 38 
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Ertheilt man 7 die Werthe von m bis n, so erhält man für jedes » aus 
(54.) soviele lineare Gleichungen in Bezug auf die Grössen M, als deren 
für den betreffenden Werth von v vorhanden sind; es sind somit die M ein- 
deutig bestimmt durch die entsprechenden B, und zwar ergiebt sich durch 
Vergleichung von (42.) mit (54.): 

(55.) Wi(n-r, &,_,) = B(n—Tr, &,_,—m) RZrZm); 
diese Gleichung findet in (53.) ihre Ergänzung. 

Ist v = m, so bestehen nach (54.) ausser den angegebenen Bestim- 
mungsgleichungen keine anderen Relationen zwischen den Grössen M und 
d; es finden daher auch unter den Elementen der ersten bis (»—m)ten 
Gruppe bei der heduyetion von (N.) um m Grade keine Bedingungsglei- 
chungen statt. 

Ist dagegen v<{m, so kann 7 auch kleinere Werthe als m anneh- 
men; die dadurch aus (54.) entstehenden Gleichungen werden Bedingungen 
unter den Elementen der übrigen Gruppen herbeiführen. Ist 7 <m, so 
kann wegen (53.) die untere Grenze für « in (54.) geändert werden, so 
dass man erhält: 


"= Iu+r—r) m \ 
3) augen n—U—T, € ‚228 J Nn—T. & i 
SE EUER AT 

also nach (85.): 
n—T II(u+r—v) \ 
v on -Wln—u—T, &,_,—m) = Nn—T, E,_,); 
um r Hu Il(m— u) m il / r > Eur) 

oder wegen (42.): 


"—— Mu+tT—v) 


y 


u ie N &,—M) =WU. 


Giebt man hierin 7 alle Werthe von v bis m—1, so sieht man leicht, 
dass die Determinante des Gleichungssystems, welche sich auf das Diagonal- 
olied redueirt, nieht verschwindet; somit ist: 

(56.) B(n—ı, &_,—m) = 0 (<m), 
Nun ist nach (43.): 


\ __ Ilm—A) ”? Ic v+p) N ae 
+4) = II») Su pm ip) > RE 


Wn—Tt, € 
Ist 4 eine positive ganze Zahl derart, dass m > 4 — r+1, so verschwinden 
sämmtliche Glieder der Summe entweder wegen des Nenners /J oder wegen 


(56.). Also ergiebt sich: 
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(57.) Bln—t, 8 ,—4) = 0 4 r<m) 
und speciell für 7 = 
S(n—rv, &,_,—i) = 0 >. 
oder: 
E10 = v-+]1 
ie & 
€ = yv- 
- \ n—Vv.ın—v—]1 -. 
(98.) ( ) 


€ = m 


n—v,n—m+]1 





Unter diesen Bedingungen lässt sich somit (N.) um m Grade erniedrigen. 
Die durch m-fache Reduction erhaltene homogene Differentialglei- 
chung, welche nach (51.) heisst: 
n—m dey m+p 


l - 
) Iar 2 (1) B(n—m—p, &_,—m)R,c"t” = (0, 
p=V vi) 


wird man als Normalform der m-fach redueirten allgemeinen Form (13. 
bezeichnen. Es seien 4,. A,. ... 4, die Wurzeln der in (13.) auftreten- 


den ganzen Function @,(z), so enthält (13.) noch I/n(n+1)—m(m-+-1 


) 
willkürliche Constanten; da von den }z(»+1) Elementen von (N.) bei der 
teduetion auf (R.) Im(m-+1) nach (58.) bestimmte Werthe besitzen. so 
enthält (R.) ebensoviele willkürliche Constanten wie (13.), und die obige 
Bezeichnung von (R.) wird daher nicht unzweckmässig sein. 

Die Recursionsformeln (48.) gelten auch für (R.): nur ist zu be- 
merken, dass noch m Formeln hinzuzufügen sind. Heisst die rechte Seite 
von (R.) wie in (51.) Se x’, so lauten diese Formeln: 

f 


» 


(59.) Z(-1Y IK), —W a u, 
rn 


Ist die rechte Seite von (R.) Null, so ist auch die rechte Seite dieser 
Formeln Null. Ist dagegen die rechte Seite von (R.) die durch (49.) de- 
finirte Function (x), so lauten die beiden Formelgruppen: 





n 
3(-1 Aw—ı).(,_, MEN)... (& Ra, = b 
v—h 
60.) (=1, 2,...m), 
{ e 
\ n 
. Ei u \/ a Er Br 
z(-1’GH4r)ah —1)..A+1).(&,_, 4) 3:42). Sa s taR,a, ; ; 
Ko 
— b. “ (A. i 


+ 


Die Verallgemeinerung von (V.) ergiebt sich sofort aus (48.). Ist 


38* 
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8,=0, d.h. eine der Grössen k, gleich Null, und ist: 


u, ah,» = n,13 


so enthält (48.) die Grösse &,—+4 als Factor; die in Potenzreihen entwickel- 
baren Lösungen sind also von &,, unabhängig. Was schliesslich (VI.) an- 
betrifft, so ergiebt sich aus (48.), dass man für » beliebige der Grössen «a, 
willkürlieh gewählte Werthe einsetzen kann, und dass hierdurch im allge- 
meinen sämmtliche «a, eindeutig bestimmt sind. Indessen kann man im all- 
gemeinen nicht » aufeinanderfolgende a gleich Null setzen, weil alsdann 
sämmtliche a, gleich Null werden würden. In dem Falle aber, dass ein 
Klement der letzten Gruppe &,, gleich —m ist, wo m eine positive ganze 
Zahl bedeutet, kann man setzen: | 

G.,.n1 0,2 6,0. 
Dann sieht man, dass sämmtliche a,,;,, wo v eine positive ganze Zahl be- 
deutet, verschwinden; dass dagegen a,, willkürlich gewählt werden kann, und 
dass sämmtliche a,_, durch a, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. 
Somit ist eine Lösung von (N.) eine ganze Function mten Grades, wenn ein 
lement der letzten Gruppe gleich —m ist. 


Ist: 
nl . E11 on E21 RE TIE>: SODR €, -y+1,1 og Ey = m, 
& 
‚nm En, . €n—1,2 oo. €n--2,2 ee Fraae Er Ta —(m+1),. 
(61.) B; 
= -(m+r—1), 





so erkennt man leicht, dass v» Lösungen der Normalform (N.) ganze Func- 
tionen des Grades m, m+l, ... m+v—1 sind, 

Ist die rechte Seite von (N.) eine ganze Function gten Grades, so 
ist nach (50.) eine Lösung derselben auch eine ganze Function gten Grades, 
vorausgesetzt dass keins der Elemente &,,, &,3, -«» &,„ eine negative ganze 
Zahl ist, deren absoluter Werth kleiner oder gleich g ist. 


$ 4. 
Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die allgemeine 
Form der Differentialgleichungen auf die Normalform zurückzuführen. 
Die allgemeine Form (12.) lässt sich auch schreiben: 
ntdey  P 


.% x %y' »R ) Dr Ds Pr 
Pan? dx? \ 1 A,_-pn— v7 Tan 0; 
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um dieselbe auf (N.) zu reduciren, muss man setzen: 


x N 
a = np, u, )8,; 
U n—, u Kt, . 


I. Ist «,,_, von Null verschieden, so ist: 


An —pn—v { \ 
= B(n—-p, &,_,) 
Uv.n y 


Es wird sich demnach darum handeln, aus den als bekannt betrachteten 
Grössen B(n—p, &,_,) die Elemente e zu bestimmen; zu dem Ende gelte 
Folgendes. 

Aus dem in Bezug auf die Grössen © linearen Gleichungssysteme: 


[er 


Ble—i, &) = FZy(l, u)S(e—u, €) A=1,2,... 0) 
mM 
folgt: 
(62.) S(oe-u, &) = I(-1 YA, JBle—), E,), 
u ( 
worin bedeutet: 
(63.) y(u, u) = 1 
und: 
(64.) u(i; p) = A>u) 
(u, u+l), (u, u+2), (u,u+B), »... 3(u,4—1), 3(u, A) 
1, z(u+l, u+2), 3(u+1l,u+3), ... z(u+1,4—1), 3(u+1,% 
0, 1, s(u+2,u+3), ... 3(u+2,4—1), 3(u+2, A) 
V, 0, 1, ... 3(u+3,4—1), 3(u+3, 4 
0, 0, 0, u E 1(A—1, 4 


Multiplieirt man die zweite Horizontale mit «+1 und addirt dieselbe 
alsdann zur ersten; multiplieirt man dann die dritte Horizontale mit «+2 
und addirt dieselbe zur vorhergehenden u. s. w., so erhält man mit Rück- 
sicht auf (33.) und (36.) eine Determinante, in der die Argumente sämmt- 
licher 3 um 1 grösser sind als in (64.) mit Ausnahme des_ allerletzten 
Gliedes, welches ungeändert bleibt. Für dieses lässt sich nach (33.) schreiben: 

(4, +1) —4. 
Zerlegt man, diesem Minuszeichen entsprechend, die Determinante in zwei, 
so folgt: 


(69.) y(A, u) = y(Aa+l, u+l)—Ay(i, url) >»), 
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Nach bekannten Eigenschaften der Determinante kann man (64.) auch in 
folgender Form schreiben: 


(66.) ya, u) = | a>u 
(1,1), SEEN, 3(1,u—l), 3(1,u-+1), (1,u+2), ... 3(1,; 
0, 3,3 33.» 3(2, u—1), 3(2, u+1), 3(2,u+2), ... 3(2,, 
), TER 5, u—1l),' 3063, u-+l), 3(3,u+2), ... (3,7 

0. 0, 0, 2... 3@w—1l,u-—1), 3(u—1l,u+1), 3(u—1, us+2), ... 3(u—1,,) 
, Ö, EP v, (u, u+l1), 3(u, u+ 2), Er (u, 4 
0, 0, RE 0, 3(u+1l,u+1), 3(u+1,u+2), ... 3(u+1,;) 
0, 0, 2 3(A—1, 7 


Addirt man hierin zu jeder Horizontalen die sämmtlichen voran- 
sehenden, nachdem man dieselben mit geeigneten Üoeffieienten multiplieirt 
hat, so erhält man bei Benutzung von (38.): 

1 


y(A, u) = Hana)...” 
l. ® bi 1, 2. 
2, ee NE 


ad A TR 


oder: 

a 1 i 

(67.) ya, u) = TA_)NO-3)... In“ et 
Ya ° 1. e- ° 1, EI | 
Some Eee Bm „. FEERERT 


l, Q-1), QA-l, ... A-I°, QA-DM, ... G-1)| 
Bezeichnet man das Product: 


(9; — 0,)(;—@,)...(0, — 01) 


.(—0)...(03 —0,) 


.(0,—0,_,) 
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durch 4(a,...e,), so ist ®): 


u Tu - Er m. 
u: ar 
(68.) I(a,..c,) = 
1 Cs 0; b) a 
Setzt man: 
eu. gr 6 


so ist: 
I(a,..0,) = ITGA—2)ITA—3).../T1.(s -1)(s—2)...(s—A+1). 


;‚N wo 
Ördnet man nun (68.) nach den Gliedern der letzten Horizontalen, so folgt 
aus (67.): 


) 
of__ \i+u-1 f} \.u—1l __ a \f ne fa. 27%: 
E(-Draiya, Wert = (#162)... +1 


F 
a1 


oder bei Vertauschung von —s mit s: 
u 0 
(69.) = y(A, u)s — TI 
diese Gleichung rührt von Schlömilch **) her und kann als eine Umkehrung 
der Clausenschen Formel (38.) betrachtet werden. 
Aus (67.) und (68.) folgt sofort: 
ya, 1) = Ma-1); 
mit Benutzung dieser Gleichung lassen sich sämmtliche 9/4, «) vermöge 
(65.) berechnen. 
Da man setzen kann: 


v(A, u) = () Alu). 


so erkennt man bei Vergleichung von (33.) und (65.), dass man die Fune- 
tion y als die Function 3 mit negativen Argumenten betrachten kann: nämlich 
f3 \ 2 / " \ 
y(i, u) = 3(—4, —u). 


Nach (20.) ergiebt die Gleichung: 


(0, &)+ (1 S(o—u, 8)" = 0 


\‘s 0/ 
u=l 


(N 


für s die Wurzeln & 
*) Cauchy, Journ. de l’Ecole Polytechn., cahier 17, page 48. Jacobi, dieses Journ. 
Bd. 22, S. 360. Baltzer, Theorie und Anwend. der Determ. $ 10 8.85. 


**) Dieses Journ. Bd. 44. Recherches sur les coefficients des facultes analytiques. 
Ss. 344— 555. 


013 Er +++ &,5 wendet man (62.) auf diese Gleichung 














a4 Schafheitlin, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 





n) So folgt 
ur. 2 \ 4 \och & \i pr \ \v \ 
DO, 8,)4 \ 1)” s 2 ( 1 UA, u No Ä, €.) 0) 
[27 
OA 
vr ‘N N \ımn - . 4 a nr 
DO, €, : PX 1 No A, &,)2 NA, us (), 
R I . ) 
also nach (69 
J IKs+4-—1) | 
I 0, &' } Pi 1)‘ \ \ No A, 6.) 0), 
“Am I(s—1) 


Mithin ergeben sich die Elemente &, 7, &., +++ &,, als Wurzeln der Gleichung: 


IKs- 2 1) 


10. v 1) No-i, 8) = 0 

" -). na—) u 
oder 
1) o,e)—siKo—1,8)+x68+1)Ble—2, 8) +—Dsls+1)...(ste—1)= 0, 
oder auch: 

(5 3 a, 8a, 1. +8(s+1)a,_,,— +1)’ s(s+1)...(sto—1)a,, 0, 


ll. Ista,_,=N, = U und sämmtliche a,_,,_, gleichfalls Null, so fehlt 
die (a—r)te Gruppe von Elementen in der Normalform; sind dagegen nicht 


sämmtliche a,_,._, Null, so erhalten einige Elemente der (a—r)ten Gruppe 
unendlich grosse Werthe. 
Sei: 
CS., .,=0,=-=@.,,=20; 0,=0, 


wo Ö eine von Null verschiedene endliehe Zahl bedeutet. so hat man zu 


setzen: 


1 
EN ö \® 
‘4. € >06, = + = E&,- fi -( ) E 
L 0. OL 1 0,0—0+1 Rn )) 
und es ist dann: 
5.) Deo-,E.)R,., = Id = 3(, u)S(e—u—0, Egirtgg-) ZN. 
HM= 
u > DIA — A €) BE. \ 
Hieraus folgt, dass e 3 Rue ebenso von den Elementen &,1,...&,,_, ab- 
hängt wie B(e—0—/4,e,_,) von den Elementen &,_,1,..- &,_o.-. Aus (70.) 
ergiebt sich daher zur Bestimmung der Elemente g, ,, ... &,_, die Gleichung: 
‘5 / 1). IKs+4—1) B(o—4, &,)8n-o E 
a  <i, ö 


oder ausführlich nach Multiplieation mit d: 
(Bo, + )R,- „—sd(e—1, E)R, ‚+s6+D)B@-—2, &)R, aan 


‘ı Li 
- 


| + (1) "sls+1l)...(@+0e—0—1)dlo, &)R,, = 0 


76.) 
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oder: 
(Yh,) 7 Fl |; PRRFER #44] ‚A, | ’olg | j 8 ı) 
Die Klemente der Normalform sind abhäneie Mn 
punktes in der Zahlenebene; es wird noch zu untersuchen 


Weise sıch die Elemente ändern. wenn der Nallonunk 


# 


natensystems in den Punkt a des ursprünglichen weleget wi 


die Gleichung besteht: 
(717. r Ad 


iihrt man diese Substitution ın (N., ein. so folet nach eini 


"dry 2? u I(p-v ’ 
{ i8.) = ze 7 PH |)’ - J Pi D2 y p, 
p ı dar fZ z N} ) ü II 11 vll D u) 
AT - .} » « F | " fr ” r 2 ‚+ # ” I w h 
Bezeichnet man die elementare svmmetrische unetion u 


Grössen k,—a, k,—a, ... mit 8%, ferner die Klemente der 


ehung (78.) mit #/,, 80 ergiebt sich aus (78, 





„ IIUn-—ı 
St, 5 (—1)/ ’ rn 
pa ) II [2 v II n u 
(19.) - 
pr n 1 
Are Nm ) g* ' < f ] u y A 4 
u / ’ n— HJ — Wu v, J p u, 


Um die durch (79.) ausgedrückte Beziehung zwischen den 


K;lementen in eleranterer Form zu erhalten. velte Folrendes. 
ee) - - 


Aus (79.) folgt: 
e IIt+4—1 
3(- l "Rt, ’ 
fi 0“ & 11 t 1) 
g „lc + )—1) ww 1 a II n- 0 ,. 1 


3 


2 PER | Ä er 2 
IV) IIt—1) yv—V ; II n u; -V 114 
E 5 ( 1\” 0o—y Kt, „are- a4 —1 II vun 1 IKn 0 + 3 
.. / IIKt— 1) IIn—o—v) Zu‘ II; 
Bei Anwendung von (45.) folgt hieraus: 
4 IIt+?i—1 
(ee AA DE 0,9) ="3 Ir gr 
i ; n / Nn—O II(t—1) 4 J . 0 u \ l d 
(80.) 
= 3 (-l1’aR,_ Y 





Setzt man nun für £ eins der Elemente e_. so versehwinde 


die linke Seite von (80.). Mithin ergeben sich die Elemente 
als Wurzeln der Gleichung: 
(81.) & (18,9, 5, =. 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 4. Sg 
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Fürge=n folgt aus (81.) &,=&,,, d.h. die Elemente der »ten Gruppe 
sind von der Lage des Nullpunktes unabhängig. 

Lässt sich (N.) um m Grade redueiren, so folgt aus (81.) vermöge 
(97.), dass auch für die neuen Elemente das Gleichungssystem (58.) be- 
steht. Dieses Resultat liess sich voraussehen; denn wenn die Differential- 
gleichung um m Grade redueirbar ist, so müssen die Gleiehungen (58.) 
bestehen. 


Mit Hülfe der eingeführten Bezeichnungen lässt sich (78.) schreiben: 


r de p | 
(N..) a _Yy 2-1’, Bn-p, &_,)(a-aP” = (. 


vu da? , A 


Man wird zweckmässig (N,.) die zum Punkte a gehörige Normalform nennen 
und im Gegensatz hierzu (N.) die zum Nullpunkte gehörige Normalform; 
ebenso wird man &,, resp. &, die zum Nullpunkte resp. zum Punkte a ge- 
hörigen Elemente nennen. 


$D. 

Waren die bisherigen Untersuchungen vorwiegend formaler Natur, 
so soll jetzt auf den Charakter der Lösungen von (N.) resp. (N,.) einge- 
voangen werden. Es soll untersucht werden, wie sich die sämmtlichen Lö- 
sungen der Normalform in der Umgebung einer beliebigen Stelle der Zahlen- 
ebene verhalten. Man kann hierbei annehmen, dass diese Stelle der Null- 
punkt sei. Denn die Betrachtungen und Ergebnisse für den Nullpunkt 
lassen sich auf den Punkt a übertragen, wenn nur k,—a für k, und &° für 
e gesetzt wird. 

Man weiss, dass die Lösungen von (N.) sich an allen Punkten mit 
Ausnahme der Punkte e=4, Ä,, ... k, und » regulär verhalten; es ist 
nieht schwer, diesen Satz auf Grund der Resultate des $ 3 zu beweisen. 

Ist für jeden Werth von v: 

se Kae ri niert 
so redueirt sich (N.) nach (58.) auf den nullten Grad, d. h. das allgemeine 
Integral lautet alsdann: 
(82) ” te 2+0,2°+ +02] 
(e—k,)(2—k,)...(c—k,) 
wo die Grössen ce, willkürliche Constanten bedeuten. Unter der Annahme, 
dass keine der Grössen k, gleich Null ist, lassen sich sämmtliche » unter 
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(82.) begriffenen Lösungen in der Umgebung des Nullpunktes nach Po- 
tenzen von z entwickeln. Die für diese Lösungen: 


giltige Recursionsformel lautet nach (48.): 
(83) END, = 0. 


v—() 


In der allgemeingiltigen Recursionsformel: 


&(-1)(A-+rVv)...(A+1)(e,_,1+%)-..(&, ‚ta R,a,, = 0 


v—( 
convergirt bei wachsendem 4 der Factor von (-1)’R,a,,, gegen 4”, sobald 
sämmtliche Elemente endliche Werthe besitzen. Unter dieser Voraussetzung 
wird demnach der betreffende Factor von v unabhängig, und man erhält für 
grosse Werthe von 4: 


(84.) < = 1)’, a, pr — v. 


v0) 

Ist es gestattet, (84.) für alle Werthe von 4 zu benutzen, die grösser 
als 4, sind, so lassen sich die Constanten ©, €,, ... e,_, derart bestim- 
men, dass: 


Ben, Dumm +. hast 


I, t+n—ı —— %#), +n—1 
werden; es werden dann sämmtliche a, .,, und 5b, ,, einander eleich werden. 


Die Reihen, welche (83.) und (48.) genügen, werden von einem gewissen 


(r 
”» 


ro 
s 


Gliede an gegen einander eonvergiren; hieraus schliesst man, dass sämmt- 
liche Lösungen von (N.) sich in der Umgebung des Nullpunktes nach Po- 
tenzen von x entwickeln lassen. 

Haben einige Elemente unendlich grosse Werthe, so erleidet das 
obige Beweisverfahren nur eine geringe Aenderung. Ist 8, ,=0 (1). 
so geht (48.) vermöge (74.) alsdann über in: 


Z(—-1)A-+rV)...A+1)(e,_,.ıt2... nt aR, a; ;, 


+1) @+n—p).. A+)le at). (le tMIanzn, => 0 06 


7 \ ı—0 
Für grosse Werthe von 4 erhält man hieraus: 
0) 
4° 


Z-YR,0,+ 0-1) an. > 0 


n—D 
s 


oder 


=z(—-1/’8R,a,,, =) 6 
Dieselbe Recursionsformel gilt, wenn 8,_,= (0 ist und sämmtliche Elemente 
endliche Werthe besitzen. Somit hat man den Satz: 


39” 
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I. Sämmtliche Lösungen der Normalform lassen sich in der Umgebung 
eines beliebigen Punktes a nach ganzen Potenzen von c—a entwickeln, mil 
Ausnahme der Punkte a=k,, k,, ... k, und x. 

Diese Punkte sind somit die singulären Punkte der Normalform. Sind 
alle 4, von einander verschieden, so heissen die Punkte einfach singuläre; 
sind zwei, drei, ... einander gleich, so heisst der entsprechende Punkt ein 
zweifach, dreifach, ... singulärer. 

Sei zunächst der Nullpunkt, für welchen wir die Betrachtung an- 
stellen, ein einfach singulärer Punkt; es ist alsdann 8, = 0, 8,_, 20; folg- 
lich lautet (48.) in diesem Falle: 

n—1 

EU arr). ar Denn) EennartR, ar = N, 
Nach dem obigen Beweisverfahren sind die dieser Recursionsformel genü- 
enden Potenzreihen in der Umgebung des Nullpunktes convergent; solcher 
leihen giebt es offenbar im Allgemeinen und mindestens »—1; somit hat 
man den >Matz: 

ll. Für jeden im Endlichen liegenden einfach singulären Punkt von 
(N.) giebt es im Allgemeinen und mindestens n—1l von einander unabhängige 
Lösungen, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind. 

Ist der Nullpunkt eine u-fach singuläre Stelle, so ist: 


eh, = Rn = 0, K, en. 


Sind alsdann sämmtliche Elemente der ersten bis («—1)ten Gruppe endlich, 
d. h. ist der Coetfiecient der (a—p)ten Ableitung in (N.) dureh x“? theilbar 
für p< u, so sind analog dem Obigen »— u von einander unabhängige Lö- 
sungen in Potenzreihen von x entwickelbar. Wenn aber ein oder mehrere 
Klemente aus den ersten «—1l Gruppen unendlich gross werden, so lässt 
sich keine Lösung in eine Potenzreihe von x entwickeln. Eine einfache 
Betrachtung der Recursionsformel zeigt dann nämlich, dass die Coefficienten 
a, mit wachsendem 4 unbegrenzt wachsen. Man erhält also den Satz: 
Ill. Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt k, von 
(N.) giebt es im Allgemeinen und mindestens n— u von einander unabhängige 
Integrale, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind, vorausgesetzt 
dass der Coefficient der (n—p)ten Ableitung durch (e—k,)“” theilbar ist für 
p< u; ist diese Bedingung nicht erfüllt, so lässt sich keine Lösung als eine 
ins Unendliche fortschreitende Potenzreihe von c—k, darstellen. 
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Es ist hierbei zu beachten, dass wohl im letzten Falle eine oder 
mehrere (höchstens a— u +1) Lösungen ganze Funetionen von x sein können. 

Nach den Betrachtungen, die im $ 3 über den Zusammenhang von 
(N.) und (R.) angestellt worden sind, ergeben sich aus den obigen drei 
Sätzen die folgenden: 

IV. Süämmtliche Lösungen von (R.) sind in der Umgebung eines be- 
liebigen Punktes a eindeutig und stetig mit Ausnahme der Punkte a—k,. 
k,, ... k, und ©. Diese Punkte sind somit die singulären Punkte der redu- 
eirten Normalform (R.). 

V. Für jeden im Endlichen liegenden einfach sinqulären Pımkt von 
(R.) giebt es im Allgemeinen und mindestens n—m—1 von einander unabhän- 
gige Lösungen, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind. 

Vl. Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt k, von 
(R.) giebt es im Allgemeinen und mindestens n—m—u von einander unabhän- 
gige Lösungen, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind, voraus- 
gesetzt - dass der Coefficiıent der (n—m—p)ten Ableitung durch (c—k, 
theilbar ist für p<- u; ist diese Bedingung nicht erfüllt, so lässt sich kein: 
Lösung von (R.) in eine ins Unendliche fortschreitende Potenzreihe von (7 —h 
entwickeln. 

Zusatz. Die zum Beweise der Sätze 1.—VI. angewandte Methode 
lässt sich sofort auf nicht homogene Gleichungen anwenden, wie aus (50. 
ersichtlich ist. Auch für nicht homogene Differentialgleichungen bleiben 
die Sätze I.—VI. unter der Voraussetzung bestehen, dass die rechte Seite 
an der Stelle, für welche die Untersuchung 


geführt wird, endlich, eindeutig 


und stetig ist. 


$ 6. 
Es erübrigt noch, das Verhalten der nicht regulären Integrale an den 
singulären Stellen zu untersuchen. Ist: 
= n dPu 
(85.) EB, ,-—- =(\, 
) ’ dx! 


so genügt: 


(86.) n = (z-o)‘.y 


/ l 
ebenfalls einer Differentialgleichung „ter Ordnung, die folgendermassen er- 
halten werden kann. 
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Multiplieirt man: 
en _ 5 _MpMia—o't> _ day 
dee 0 AgIlKp—g)IIA+g—p) de“ 
mit dem vorläufig unbestimmten Coeffieienten A,_, und summirt nach p von 
0 bis n, so folgt: 
za. io I ey Ten 9 
u U. 20 u lg IKp— g) IIR-+q—p) P dee 


oder nach Umkehrung der Summationsordnung: 


0 ern 
. u 7? dar zu dat 5, MgIKp—g)IIA+g—p) "7? 


Um die Differentialgleichung für 7 zu erhalten, muss die rechte Seite 
von (87.) verschwinden; man hat also nach (85.) die Grössen A,_, so zu 
bestimmen, dass: 

x n z—oyY+tTrP IA 
(88.) B;-. — y ( -_) IIpI il 
vg Hg IKp—g) IIKA+g—p) 


Aus diesem in Bezug auf die Grössen A,_, linearen Gleichungssystem folgt: 


g=V, Ba n), 


) = _ II(n rP q) 
(gt ash u rn. 5, i 
(8 }.) PER = 1) IIp(z— o)"+’-? Da, B.; 
worin bedeutet: | 
2 1(4—1) 4 (A—1)(A—2) A(A—1)...(A—n+g+1) | 
1° is: ° vr a 1.2...(n—g) | 
1 4 A(4—1) 4(A—1)...(A—n+g+2) 
1° ka 3 A ig 1.2...(n—q—1) 
(90) Da-,=|o 1. L ., AdZD...Aon+g43) |, 
| .. %“ 1.2...(n—q—2) 
| 4 
0, ), ; 
- v, 0 1 


Addirt man die zweite Horizontale zur ersten, alsdann die dritte zur zweiten 
ü. 8. w., so erhält man eine Determinante, welche mit Ausnahme des aller- 
letzten Gliedes mit D,;,,„._, zu bezeichnen wäre. Schreibt man demnach 


N: A-+1 
das letzte Glied - r —1, so folgt: 
(91.) Dia a. D; z12 2 Dizia--ı (n-4<—2). 
Nun ist: 
(92.) Din. = 0 RZ), 
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also aus (91.) und (92.): 
Dun... = d (n-4Z°2) 


und analog weiter: 
D - == () ( +1), 


ER 

Diese Gleichung besagt, dass D, ,_, für4=0, —1, —2, ... —(n—q-—1) 
verschwindet; aus (90.) ist leicht ersichtlich, dass D,,_, eine ganze Func- 
tion (a—g)ten Grades von 4 ist, mithin ist: 


D;. PR u Cage AA + Di. + n—q Sg 1), 
wo c,_, einen von A unabhängigen Factor bedeutet. Nun folgt aber aus 
(90.) anna un 4 also: 
- N A-+n—g—1 


A,n—q IIA—1)I(n za 9) | 


Durch Substitution dieses Werthes in (89.) erhält man: 


94, A a (1) II(n p—q)IIKn Hi—g—1) B. 
/ ar ET en IIp II(A— 1) II(n—q) (zo) t7=4 
Hieraus folgt die Differentialgleichung für 7: 
x d’n (1) Iln+p—g)Il(n+4 = 1) D BR N 
su EP un‘ IIp II(4,— 1) Il(n—q) (z— o)"+?=4 
oder wenn man mit (2—e)”** multiplieirt und a+p—g an Stelle von q setzt: 
‚0: ME '. BE. \ MgIlKg+i—p—]1 | 
(95.) EI 2(-1y> 3 Fe au FE (2 -e’B_. =. 


u BEP Zu Ip II). — 1) II(g—p) R 
Um über das Verhalten der nicht regulären Integrale Aufschluss zu 


erhalten, muss man (85.) auf die Normalform bringen; dann ist: 
g 
(96.) B.-;, = Z(-1V’ Bang, 8,0”. 
3 vi) 
Setzt man nun o=(, so geht (95.) über in: 


he MgIKg—p+A—1) a, 


q 
= - 3 3 (1% rt Y(n— Yg 
pau der pyzu‘ 1) MpHa—1IKg-p)" N Pr Zu 


Die untere Grenze von q lässt sich nach einer bekannten Eigenschaft der 
II-Funetion auf Null erniedrigen; vertauscht man alsdann die Summations- 
ordnung von q und v, so Ba 
a, 8,2 IlgIKkg—p+4—] | 
(97.) 0 > (—1) -p , 1): Illg—ı IR (n—q, &, ), 
(— dx n y 5; y Il(q - 
Ist der Nullpunkt ein w-fach singulärer Punkt der ursprünglichen 


Differentialgleichung und sind die sämmtlichen Elemente der u«—1 ersten 
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(zruppen derselben endlich, so kann die obere Grenze von v auf n—u er- 
niedrigt werden, wodurch (97.) durch x“ theilbar wird, und man erhält: 


» dPnr—H TORTE „HgII(g+)—p—1) , 
(983 2. 21.02 —_ . 2(_y>3T au rn" )=0. 
: i you der 2 1) Ip I1(4—1) EN 1) Il(q—p) (n I, &n-ı 0 


Diese Differentialgleichung ist unter (R.) enthalten, wenn man » für 
»—m setzt; es ist ferner der Nullpunkt ein »-fach singulärer Punkt von 
(98.). Mithin ist nach VI. keine Lösung von (98.) im Allgemeinen in der 
Umgebung des Nullpunktes eindeutig und stetig. Wenn sich aber (98.) noch 
einmal durch x theilen lässt, dann wird der Nullpunkt nur ein (n—1)- 
fach singulärer Punkt werden, und ein Integral wird alsdann in seiner 
Umgebung eindeutig und stetig sein. Dieser Fall tritt ein, wenn der Üoef- 
ficient von n in (98.) durch x theilbar ist, d. h. wenn: 


. 5 
„2 UV Na) B(n—gq, € ,) == 0, 


oder 


p II ı»—u—] , 
Piss 1 1 Tan i 2 d (U, £,) =, 


oder durch Anwendung von (45.): 


II(n-+-A—u—1) > a 
—/& —n—itu) = ( 
EEE 


also: 

(99) AA+1)...(A+n—u—1)le, 6 A—n+u) le, A—nt+u)...(&, 6 AI—n+u) = 0. 
Dieser Gleichung wird erstens genügt, wenn 4 Null oder eine negative ganze 
Zahl — na—u—1 ist; diese Werthe ergeben für y nach (86.) reguläre Lö- 
sungen; zu neuen Lösungen gelangt man, wenn einer der letzten Factoren 
in (99.) Null ist; also 

(100.) = E,0—NnH+u (=1,2,.. 4). 
Bezeichnet man eine in der Umgebung des Punktes a convergente Potenz- 
reihe mit B,(2—a), so folgt aus (86.) und (100.): 

(101.) yazTmB(&) 0=1,2%..0, 
Sind die Elemente e,, keine ganzen Zahlen, so können die Lösungen (101.) 
nicht regulär sein in der Umgebung des Nullpunktes. Diese « Funetionen 
sind ferner von einander linear unabhängig, wenn die Differenzen u 
für alle verschiedenen Werthe von oe und o keine ganzen Zahlen sind. 

Hieraus ergeben sich die Sätze: 
VII Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt k, 


TE a 


ETHERNET EIER SE San een 
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von (N.) giebt es u von einander unabhängige Lösungen der Form: 
n—u—e?’ 
)\ u % uom /m E% 
(102.) y= (c—k,) B,(c—%,). 
vorausgesetzt dass die Elemente &,', selbst als auch die Differenzen €,’ —e,), 


für alle verschiedenen Werthe von o und 0 keine ganzen Zahlen oder Null sind, 
und dass der ÜCoefficient der (n—p)ten Ableitung durch (c—k,)“"" theilbar 
ist für p< u. 

VII Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt von 
(R.) giebt es u von einander unabhängige Lösungen der Form (102.), falls für 
die Elemente der uten Gruppe die Bedingungen des Satzes VII erfüllt sind, 
und wenn der Coefficient der (n--m—p)ten Ableitung durch (ec — k,)“ " theil- 
bar ist für p< u. 

Um schliesslich das Verhalten der Lösungen in der Umgebung des 
unendlich fernen Punktes zu bestimmen, setze man in (95.): 

(103.) o-- und 9=0 
R ( 

und wende (6.) auf (95.) an; dann folgt: 


so #47 Sr _yy Mallg+)—p—1) 


2 20,8 —— 2! Ä -goB,_, >= 0 
p=Vr=V0 ’ de’ q pP | Ip IIA—1)II(g—p) f 

oder nach der Vertauschung der Summationsordnung und Multiplication 

mit 5”: 


7 


i - ; BAER „ TglIlg+4—p-—]1) 
104. yı ir! 5 s/_1\_ \ ’_ e..,&B = 6, 
... ED na dmg Pe 


157 — — 
() C - p r q 


Nach der oben angewandten Schlussweise folgt. dass der Coefficient 
von n in (104.) durch S theilbar sein muss, damit eine Lösung nach Po- 
tenzen von 5 entwickelbar sei. Der Ausdruck 

—ı _ S-1YHü+e- DaB, 
BEN NTETU nn 
muss daher wegen (7.) durch S theilbar sein. Nun ist: 


SB, = E(-1’Bn-g, 2,8; 


es muss also sein: 
1 n 
ua En FAR ] u ER 
na ZU Aa+g-DBln<gq, &) = 0, 


gl 


oder bei Anwendung von (45.): 
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oder 
(En A) Een A) (Eena—d) = 0; 
also 
(105.) A=E (=1l,2,..n), 
Aus (86.) und (103.) folgt hieraus: 


(106.) y= 2, (I) (=1,2,...n). | 
Somit erhalten wir den Satz: | t 
IX. Für den unendlich fernen Punkt hat das allgemeine Integral von 
(N.) die Gestalt (106.), vorausgesetzt dass die Differenzen &,,—&,, für alle 
verschiedenen Werthe von o und o keine ganzen Zahlen oder Null sind. 
Man erkennt hieraus, dass der unendlich ferne Punkt sich ähnlich 


wie ein im Endlichen liegender »-fach singulärer Punkt verhält; zweck- \ 
mässig wird man ihn auch als einen »-fach singulären Punkt von (N.) be- I 
trachten und wird demgemäss sagen, dass (N.) 2r singuläre Punkte besitzt, | Ü 
von denen » entweder getrennt oder theilweise zusammenfallend im End- \ 


lichen, die übrigen » im Unendlichen liegen. 








Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenen- 
büschel und collinearer Bündel oder Räume. III *). 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Nachdem wir in den ersten beiden Theilen dieser Arbeit alle linearen 
Mannigfaltigkeiten projeetiver Ebenenbüschel, von eollinearen Bündeln und 
Räumen aber die linearen Mannigfaltigkeiten erster, zweiter und dritter Stufe 
untersucht haben, dürfte ein kurzer Rückbliek auf die benutzten Hülfsmittel 
und Forschungsmethoden nicht ohne Nutzen sein. Eine Reihe fundamen- 
taler Eigenschaften unserer Mamnigfaltigkeiten ergab sich sofort aus ihrer 
linearen Zusammensetzung und daraus, dass sie auf andere lineare Gebilde 
sich projeetiv beziehen lassen. Sodann stellte sich alsbald heraus, dass 
diese Mannigfaltigkeiten paarweise einander bedingen und erzeugen, dass 
sie, wie wir uns ausdrückten, paarweise auf einander ruhen, sich stützen 
und tragen; das Erzeugniss und die Eigenschaften jeder Mannigfaltickeit 
eines solchen Paares sind demgemäss auch Erzeugniss und Eigenschaften 
der anderen. Endlich aber haben wir den ausgearteten Gebilden und den 
Specialfällen unserer Mannigfaltigkeiten besondere Aufmerksamkeit zuge- 
wendet. 

häumliche Systeme von Ebenen können bekanntlich in Ebenenbündel, 
diese in Ebenenbüschel, und letztere wiederum in je eine Ebene ausarten; 
für unsere linearen Mannigfaltigkeiten aber gewannen die Orte ihrer so aus- 
gearteten Gebilde erhebliche Bedeutung. Andererseits haben wir bei der 
Büschelschaar |«,| drei, bei der Büscheleongruenz «, und der Bündelreihe 
'S,| fünf, bei dem Büscheleomplexe |, und dem Raumbüschel >, sechs, 
bei dem Bündelcomplexe |S,;| und dem Raumbündel 8, sogar acht wich- 
tige Speeialfälle besprochen, und noch andere bei den übrigen linearen 


*) Fortsetzung von Bd. 106 S. 30—47 dieses Journals. 


40* 
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Mannigfaltigkeiten. Gar manche Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten hö- 
herer Stufe aber beziehen sich theils auf die speciellen Mannigfaltigkeiten 
niederer Stufe, die in ihnen vorkommen, theils auf ihre ausgearteten Büschel, 
Bündel oder Räume. 

Unsere Forschungsmethode ist im Uebrigen die der reinen Synthese. 
Stufenweise schreiten wir von den niederen Mannigfaltigkeiten zu den höhe- 
ren fort, indem wir letztere auf den ersteren der Reihe nach aufbauen. 
Wir führen diesen systematischen Aufbau nunmehr weiter, indem wir den 
linearen Bündelmannigfaltigkeiten |S,| vierter Stufe uns zuwenden, welche 
durch ihre verschiedenartigen Erzeugnisse von besonderem Interesse sind. 


s 11. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |S,| von oO! collinearen Bündeln und der |&,|-Bündel |&,.|. 

52. Eine lineare Mannigfaltigkeit |S,| enthält x" collineare Bündel 
und ist durch beliebige fünf derselben bestimmt. Ihre Bündel bilden x" 
Reihen |S,|, ©" Netze |S,| und x* lineare Complexe |S;| (36.), deren x” 
Ordnungseurven, ©’ Ordnungsflächen und &° Kerneurven wir auch zu |S,;| 
vechnen. Beliebige zwei, drei oder vier lineare Complexe von |S,| haben 
allemal ein Netz, eine Reihe resp. einen Bündel gemein (35.); zwei Netze 
von |S,! haben folglich einen gemeinsamen Bündel. 

Auf |S,| stützt sich ein „Bündel“ |e,,) von e° collinearen Mannig- 
faltigkeiten |e,|, die aus je &°* homologen Ebenen der Bündel von |S,!| be- 
stehen. Auf jeder Mannigfaltigkeit |z,| homologer Ebenenbüschel dieser 
Bündel ruht ein |e, 











-Büschel von je,,|; der Bündel |e,,| enthält demnach 
jeden dureh zwei seiner je,| bestimmten Büschel |e,,| und ist durch belie- 
bige drei seiner collinearen |e,| bestimmt. Die x* collinearen Bündel von 
'S,| bestehen aus homologen Ebenen der ©’ Mannigfaltigkeiten |e,| von |e,;| 
und sind auf je,,| projeetiv bezogen. Je zwei der &° Büschel je,,| von 
'&,,| haben eine Mannigfaltigkeit |&,| gemein. 

53. Die »c* linearen Complexe |S;| von |S,| ruhen auf je einem 
Bündel |8,} homologer Räume der &° collinearen |e,|; sie erzeugen je eine 
Kerneurve ec” sechster Ordnung, in deren Punkten homologe Ebenen ihrer 
x’. Bündel sich schneiden (23.). Zwei beliebige der x* Kerneurven c 
können durch eine kubische Fläche verbunden werden, die noch »! andere 
c" enthält, nämlich durch die Ordnungsfläche F? des Netzes |S, , in welchem 
die zugehörigen linearen Complexe |S;| sich durchdringen (52., vgl. 14.); 
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die sechs Hauptstrahlen von |S, sind gemeinsame Doppelsehnen der beiden 
ce’ (25.). Da die Kerneurven i. A. je einen linearen Öomplex S, von 'S 


+ 


bestimmen (26.), so ist die Mannigfaltigkeit S, dureh zwei ihrer Kern- 
eurven ec’ i. A. völlig bestimmt. 

Die kubische Ordnungsfläche F’ eines Netzes S, und die Kerneurve 
c' eines linearen Complexes S,| von 'S, haben i. A. 18 Punkte gemein *). 
Acht dieser Punkte liegen (23.) auf der kubischen Ordnungseurve der ge- 
meinschaftlichen Bündelreihe von |S,| und 'S, ; in jedem der übrigen zehn 
Punkte K schneiden sich homologe Ebenen aller Bündel von 'S, und 8, , und 
somit von 'S,. In fünf eollinearen Bündeln giebt es demnach i. A. zehn 
Gruppen von je fünf, durch einen Punkt gehenden, homologen Ebenen **). 

94. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten S, und &,, haben i. A. 
zehn „Kernpunkte“ K, in denen je x* homologe Ebenen der Bündel von 
S, sich schneiden (53.). Durch diese 10K gehen die &* Kerneurven e 
und die x’ kubischen Ordnungsflächen F’ von S, und 8, ; jede der x" 
Ordnungseurven e’ kann mit den 10K dureh x’ Ordnungsflächen F’ ver- 
bunden werden. Auf die 10 Ebenenbündel X redueirt sich je eine &, von 
&, (92., vgl. 43.). Wenn beliebige drei und damit alle Bündel eines 
Netzes S, von 8, eine Ebene entsprechend gemein haben, so geht y 
durch einen Kernpunkt K; denn 'S,| ist bestimmt dureh jene drei und noch 
zwei andere collineare Bündel, und die zu g homologen Ebenen der letzteren 
schneiden in K. 

Jeder der 10 Kernpunkte K ist Mittelpunkt eines singulären Netzes 
S, von |S, und eines Netzes homologer Bündel der x’ Manniefaltigkeiten 
&, von '&,) (vgl. 19e., 24). Der kubische Ordnungskegel dieser Netze 
geht wie alle x’ Ordnungsflächen F’ durch die übrigen neun Kernpunkte. 
Die &” Bündel jedes linearen Complexes S; von 8, , welcher durch eines 
der zehn singulären Netze geht, senden homologe Strahlen nach dessen Mittel- 
punkte K; von x' Kerneurven ec’ ist deshalb K ein dreifacher Punkt (28a.). 

Jeder andere Punkt D ist Mittelpunkt einer Bündelreihe von SS, 
(vgl. 20.), und in ihm schneiden sich demgemäss die Axen von © homo- 
logen Ebenenbüscheln der '&,. Drei Bündel dieser Reihe D redueiren sich 


*) Der analytische Beweis dieses Satzes liegt auf der Hand; einen synthetischen 
ojebt es nicht. 

**) Vol. Cremona, Preliminari di una Teoria geometrica delle Superficie No. 107 
(Deutsche Uebersetzung No. 131). 
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auf Ebenenbüschel (65.), und in ihren drei Axen d’ schneiden sich je »’ 
homologe Ebenen der Mannigfaltigkeiten |&, ; die übrigen Bündel der Reihe 
haben diese drei Axen d’ und deren drei Verbindungsebenen entsprechend 
gemein (65.). Zwei derartige Bündelreihen D können durch einen linearen 
Complex |S; von |S, verbunden werden; zwei beliebige Punkte D können 
demnach mit den zehn Kernpunkten X durch eine Kerneurve ce’ verbunden 


werden, und zwar bestehen ihre beiden Axentripel aus je drei Doppelsehnen 
d' dieser ec’ (24.). 
99. Die beiden sich stützenden Mannigfaltigkeiten |S,| und |e;| 
hängen i. A. von 27 Parametern ab. Denn fünf Bündel mit gegebenen 
Mittelpunkten können auf x” Arten collinear auf einander bezogen werden; 
jede sie verbindende |S,| aber wird auf &° Arten durch fünf mit ihnen eoncen- 
trische Bündel bestimmt (54.). Die zehn Kernpunkte sind nicht alle willkür- 
lich annehmbar, weil sie zusammen von höchstens 27 Parametern abhängen. 
Von den &* Bündeln der Mamnigfaltigkeit |S,| redueiren sich i. A. 
x’ auf Ebenenbüschel (54.). Die ©’ Axen d’ derselben bilden eine Strahlen- 
eongruenz |d}| dritter Ordnung, welche die zehn Kernpunkte K zu singu- 
lären Punkten hat und durch jeden KX einen kubischen Ordnungskegel 
schiekt (54., 19e.). In den Strahlen d’ von |d;| schneiden sich je x” ho- 
mologe Ebenen der &° Mamnigfaltigkeiten |e,| von |&,,|; jede dieser Ebenen 
entspricht sich selbst in »' |&,|, welche in |e,,| einen Büschel |e,,| bilden. 
So oft von x” homologen Ebenen der collinearen Mannigfaltigkeiten |e,| 
zwei zusammenfallen oder beliebige drei durch eine Gerade gehen, artet 
der von ihnen gebildete Bündel von |S,| aus in einen Büschel d’ (32.). 
Die. Strahleneongruenz |d,| besteht aus den Doppelsehnen der x’ 
Kerneurven ce’ von |S,| und ; jeder ihrer Strahlen d’ ist Doppelsehne 
‚„ und durch je drei seiner Punkte geht eine ce’. Nämlich 
die drei Reihen eoncentrischer Bündel von |S,|, welche irgend drei Punkte 
von d’ zu Mittelpunkten haben, sind durch den ausgearteten Bündel d’ und je 
einen ihrer übrigen Bündel bestimmt und können demnach dureh einen line- 
aren Complex |S;| von |S,| verbunden werden, dessen Kerncurve ec’ die drei 
Punkte enthält (24.). Die ©” kubischen Ordnungsflächen von |S,| enthalten i. A. 
je sechs Strahlen von |d;| (18.). Die zehn Kernpunkte K können mit drei belie- 
bigen Strahlen von |d;| durch eine kubische Ordnungsfläche verbunden werden. 
56. Die »* Bündel von |S,|, deren Mittelpunkte mit zwei Kernpunkten 
K in einer Geraden v liegen, senden dureh jeden dieser beiden X homologe 











&2 





von »° dieser € 


© 
i 
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Ebenen und haben deshalb den Strahl » entsprechend gemein. Sie bilden 
ein specielles Netz mit geradliniger Ordnungsfläche, welche vo zur Doppel- 
punktsgeraden hat; alle geraden Erzeugenden dieser kubischen Fläche ge- 
hören nebst o zu der Congruenz |d,| als Axen von Ebenenbüscheln, auf 
welche sich Bündel des Netzes redueiren (19a.). 

Mit den Netzen eoncentrischer Bündel von |S,|. welche je einen der 
beiden Kernpunkte K zum Mittelpunkt haben (54.), kann dieses specielle 
Netz durch zwei lineare Complexe von 





S,| verbunden werden, deren Bün- 
del durch ® homologe Ebenen schicken. Die Kerneurven dieser beiden 
Complexe zerfallen (28d.) in e und zwei Raumeurven fünfter Ordnung: jede 
der letzteren hat den betreffenden Kernpunkt zum Doppelpunkt (28a.), geht 
durch die acht ausserhalb » gelegenen Kernpunkte und liegt mit ihren x' 
Doppelsehnen auf einer Fläche zweiter Ordnung (28d.). 

Die mit vo ineidenten Strahlen der Congruenz |d;| bilden drei durch 
v gehende kubische Ordnungsflächen, nämlich zwei Kegel K und eine Regel- 
fläche mit der Doppelpunktsgeraden e. Jede durch ©» gelegte Ebene ent- 
hält ausser » noch i. A. fünf Strahlen von |d;|, von denen je zwei auf den 
Kegeln liegen und einer auf der Regelfläche. Die Congruenz dritter Ord- 
nung |d;| wird demnach von der sechsten Klasse sein *). 

57. Die x' Manmnigfaltigkeiten eines beliebigen |e,|-Büschels von 
'&,.| haben die Ebenen eines kubischen Hauptbüschels 7’ entsprechend ge- 
mein (39.). Jede dieser Ebenen schneidet die x’ homologen Ebenen der 
übrigen Mannigfaltigkeiten von |z&,,| in einem Strahle der Congruenz |d)| 
und bildet mit ihnen einen Büschel d’ (55.). Eine Ebene gehört zu so 
vielen Hauptbüscheln y’, als Strahlen von |d,| in ihr liegen. i. A. also zu 
sechsen. Jede Axe d eines Hauptbüschels y’ ist entsprechend gemein- 
schaftlicher Strahl der Bündel einer speciellen Reihe von |S,| (vel. 39.): 
die Ordnungscurve dieser Reihe zerfällt (6a.) in d und zwei mit d ineidente 
Strahlen von |d;]. 


Artet in dem Büschel |e,,| von /&.| eine Manmnigfaltigkeit aus in 


einen der zehn Ebenenbündel X (54.), so zerfällt der Hauptbüschel y° in 
einen mit K ceoncentrischen Ebenenbüschel zweiter und einen erster Ord- 


nung (43.). Verbindet |e,,| zwei Bündel X, so zerfällt 7’ in drei Büschel 


*) Dass in der That eine beliebige Ebene i. A. sechs Strahlen von 'd/| enthält. lässt 
sich analytisch ohne Schwierigkeit beweisen. Ich unterdrücke diesen Beweis der Kürze 
halber. (Vel. S0., Anm.) 
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erster Ordnung, von deren Axen zwei die dritte in den zugehörigen beiden 
Kernpunkten K schneiden (43«.). 

98. Eine beliebige Mannigfaltigkeit |e,| von |&,,| besteht aus x* 
homologen Ebenen der collinearen Bündel von |S,| und enthält die Ebenen 
des Raumes je »'-mal. Die »' Bündel von |S,|, denen in |e,| eine ge- 
ebene Ebene g entspricht, bilden eine durch zwei von ihnen bestimmte 
specielle Reihe; ihre Mittelpunkte liegen i. A. auf einem Kegelschnitte e’ 
von , ihre Ordnungseurve zerfällt in ec’ und einen Strahl d’ der Congruenz 
(d;\, und einer von ihnen redueirt sich auf den Büschel d’ (6.). Nach jedem 
Punkte von d’ und ec’ senden sie homologe Strahlen, und in jede andere 
Mannigfaltigkeit |e,|, von |&,,| senden sie einen Büschel von Ebenen, welche 
der Ebene p von |e,) entsprechen, und deren Axe fi mit d’ und ec’ je einen 
Punkt gemein hat (6... Die homologen Ebenen der &° Büschel f, bilden 
die Bündel der speciellen Reihe und schneiden y in je einem Punkte von 
c’; einer der Büschel f, redueirt sich auf  (6.), und seine Axe wird un- 
bestimmt; durch d’ gehen x” homologe Ebenen der Büschel f.. 

Der Ebene „ von |e,| entsprechen also in jeder anderen Mannig- 
faltigkeit |&,|ı von j&.| die Ebenen einer Geraden f,, welche d’ und e 
schneidet. Wenn |e,|, in |&,.| einen Büschel |e,,| beschreibt, so beschreibt 
fi i. A. eine Regelschaar, von welcher d’ und ec’ Leitlinien sind; denn die 
Axen der Büschel, welche dem je,,| in den Bündeln der speciellen Reihe 
entsprechen (52.), schneiden alle die veränderliche Gerade f.. Durchläuft 
'&,|, einen dureh |e,| gehenden Büschel |e,, 








‚so beschreibt f, einen Strahlen- 
büschel (42.), welcher die Punktreihe d’ aus einem Punkte von ec’ projieirt. 
Die x' Mannigfaltigkeiten von j&,,| haben alsdann die Ebene y des Strahlen- 
büschels entsprechend gemein; diese durch d’ gehende Ebene entspricht 
(42.) der Mannigfaltigkeit |&,| in dem Hauptbüschel y° von !&,,. Wenn 
j&,|ı mit |e,| zusammenfällt, so wird fi eine unbestimmte Gerade der Ebene y. 

Der in den Büschel d' ausgeartete Bündel von |S,| sendet in eine 
beliebige Mannigfaltigkeit e,|, von je,,| eine Ebene y, welche die zuge- 
hörige Gerade f, enthält; in die Mamnigfaltigkeit |e,| aber sendet er alle 
Ebenen der Geraden d'. 





59. Dreht sich in der Mannigfaltigkeit |&,| die Ebene y um eine 
ihrer \reraden /, so beschreibt der Kegelschnitt ec’ eine durch /, d’ und die 
zehn Kernpunkte K gehende kubische Fläche Z’. Denn die &° Bündel 
von /S,|, denen in |&,| je eine durch / gehende Ebene entspricht, bilden 
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ein durch drei von ihnen bestimmtes Netz, von welchem 2? die Ordnungs- 
fläche ist. Sie senden in jede andere Mannigfaltigkeit |e,|, von |e,,| einen 
Bündel von Ebenen, dessen Centrum P, auf L liegt (vgl. 14). 

Jeder mit /! in einer Ebene liegende Kegelschnitt von Z’ bildet mit 
d'’ eine Ordnungscurve dieses Netzes (18.); bei der Drehung von % ändert 
also die Gerade d’ ihre Lage nicht, was auch daraus, dass 2’ i. A. nicht 
durch eine Gerade beschrieben werden kann, ohne Weiteres folgt. Je zwei 
Bündel von |S;,|, denen in |z,| eine und dieselbe Ebene, gleichgültig welche, 
entspricht, erzeugen demnach eine in d und einen Kegelschnitt zerfallende 
Ördnungscurve; und jeder Ebene von |&,| entsprechen in den übrigen Mannig- 
faltigkeiten von |e,; 





Ebenenbiüschel, deren Axen die Gerade d’ schneiden (58.). 
Ueberhaupt entspricht jeder nicht singulären Mannigfaltigkeit |e,| von 
ein Strahl d’ der Öongruenz |d;| in dieser Weise. In d’ schneiden sich 
alle Ebenen y, welche der Mannigfaltigkeit \e,| in den Hauptbüscheln der 

oo' durch |e,| gehenden |e,,| von j&,,| entsprechen (58., vgl. 42.). 
Den »” Bündeln von |S,|, deren Mittelpunkte in einer beliebigen 





l&y» 


Geraden g liegen, entsprechen in |e,| die Berührungsebenen einer durch g 
gehenden (geradlinigen) Fläche dritter Klasse; denn weil g mit Zi. A. drei 
Punkte gemein hat, so gehen i. A. drei dieser Ebenen durch die beliebige 
Gerade 1. 

60. Die kubische Fläche ZL’ wird bekanntlich i. A. von fünf Ebenen 
ihrer Geraden / in je zwei anderen Geraden d;, w geschnitten; und zwar 
bilden die fünf Geraden d, mit d’ eine halbe Doppelsechs (18.), während 
die fünf Geraden » von d’ geschnitten werden. Die x' Bündel von |S,| 
denen in |e, 





eine dieser fünf Ebenen g entspricht, bilden eine specielle 
Reihe, deren Ordnungseurve in drei Gerade d', d, und w zerfällt (59.). 
Sie haben den Strahl » und die Ebenen wd und wd, entsprechend gemein 
(6a.), und senden nach jedem Punkte von d’ und d, homologe Strahlen. 
In die übrigen Mannigfaltigkeiten von |&,,| senden sie je einen Büschel von 
Ebenen, dessen Axe die Geraden d’ und d; schneidet: die homologen Ebenen 
dieser ©° Büschel aber bilden die Bündel jener Reihe (6«.) und schneiden 
sich in je einem Punkte von w. Auf die Büschel d’ und d; redueiren sich 
zwei Bündel der Reihe, und ihre Axen d’, d, gehören beide zu der Üon- 
gruenz |d). Der Ebene /d; oder p von j&,| entsprechen in den übrigen 
Mannigfaltigkeiten von |&,,| sonach ®’ durch d; gehende Ebenen, von denen 
oo! mit p zusammenfallen. 
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Jede der fünf Ebenen /d, gehört folglich zu dem Hauptbüschel y’ 
eines durch |e,| gehenden Büschels |e,,| von |&,.|. Da aber ! eine beliebige 



























(serade ist, so ergiebt sich der Satz: Die kubischen Hauptbüschel y’ der 
x' durch eine |e&,} gehenden |e,,| von e,,| bestehen aus den Berührungs- 
ebenen einer Fläche fünfter Klasse; ihre Ebenen entsprechen in e, den 
ausgearteten Bündeln der Mannigfaltigkeit S, ; zu ihnen gehören (58.) alle 
Ebenen der Geraden d’, welche in |d; jener 'e, entspricht. 

61. Liegt die Gerade / mit d’ in einer Ebene y', so hat die ku- 
bische Fläche Z’ mit 9° ausser Z und d’ noch eine dritte Gerade » gemein: 
der Schnittpunkt von / und d’ aber, durch welchen der veränderliche Kegel- 
schnitt e’ von L’ geht (59., 6.), ist Doppelpunkt von L’. Der Ebene g' in 
e, entsprechen in 8, die Bündel einer speciellen Reihe, deren Ordnungs- 
curve in w und zwei mit d’ sich vereinigende Geraden zerfällt (59.). Diese 
Bündel haben w» und g' entsprechend gemein und senden nach jedem Punkte 
von d homologe Strahlen; sie erzeugen mit den übrigen ®° Bündeln von 
S,, denen in 'e,, je eine durch d’ gehende Ebene entspricht, eine kubische 
erelfläche mit der Doppeipunktsgeraden d. Wenn also / mit d’ zusammen- 
fällt, so wird die kubische Fläche 2’ geradlinig und hat d’ zur Doppel- 
punktsgeraden. Die Erzeugungsart dieser Fläche ist von den früher (19«.) 
angegebenen beiden verschieden. 

Die ®” Bündel von |S,, denen in '&, die Ebenen eines Punktes P 
entsprechen, bilden einen linearen Complex, und ihre Mittelpunkte erfüllen 
1. A. den ganzen Raum; die Kerneurve ec’ dieses Complexes geht durch 
P (23.). Die &” kubischen Ordnungsflächen ZL’, welche zu den Geraden 
! des Punktes P gehören (59.), schneiden sich alle in ec’ und d’, ausserdem 
aber büschelweise in Kegelschnitten e’, welche mit d’ zusammen kubische 
Ordnungseurven des Complexes bilden (58.). Der Strahl d’ der Congruenz 
d,, welcher der Mannigfaltigkeit |&,| entspricht, ist demnach die zu P ge- 
hörige Doppelsehne der Kerneurve e (vgl. 27.). 

62. Wenn die Mamnigfaltigkeit '&,| in einen der zehn Ebenenbiündel 
K ausartet (54.), so enthält sie dessen Ebenen je »°-mal. Die »°* Bündel 
von 8,, denen alsdann in |& die Ebenen eines Strahles s von K ent- 
sprechen, bilden einen speciellen linearen Complex, dessen Kerneurve in s 
und eine Raumeurve e° fünfter Ordnung zerfällt (28d.). Diese ce’ geht durch 
die übrigen neun Kernpunkte X (54.) und hat s zur Sehne; ihre x' Doppel- 


sehnen d’ bilden die eine Regelschaar g, einer Fläche F’ zweiter Ordnung 
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und gehören zu der Congruenz d;, als Axen von Büscheln, auf welche die 
Bündel einer Reihe 'S,| von 'S,: sich redueiren (28d.). In jede andere 
Mannigfaltigkeit 'e,, von '&,, senden diese »' ausgearteten Biindel einen 
Büschel von Ebenen, dessen Axe ein Leitstrahl der Regelschaar 9, ist (19b.). 

Die ©” Bündel von $S,. denen in dieser ie, eine Ebene von s 
entspricht, bilden ein specielles Netz, dessen Ordnungsfläche in p und jene 
F’ zerfällt (195.). Wird s vertauscht mit einem anderen Strahle von g 
und K, so ändert F’ sich nicht; wohl aber ändert die Raumcurve e’ ihre 
Lage auf F’, indem sie den Strahl in zwei veränderlichen Punkten schnei- 
det. Die x° Raumeurven e’, welche mit je einem Strahle des Bündels K 
Kerneurven bilden, liegen demnach alle auf F', und ihre Doppelsehnen d 
bilden die eine Regelschaar von F’. Die Fläche zweiter Ordnung F’ aber 
wird erzeugt durch beliebige drei Bündel von 'S,, die eine Ebene des 
Bündels K entsprechend gemein haben. 

Die Congruenz |d,; der Doppelsehnen aller Kerneurven von S, ent 
hält hiernach zehn Regelschaaren 'g, . von denen jede einem der zehn Kern- 
punkte K entspricht und mit den neun übrigen auf einer Fläche zweiter 
Ordnung liegt. Die Mannigfaltiekeit S,| enthält zehn Reihen ausgearteter 
Bündel, deren Axen jene zehn Regelschaaren bilden. Die Bündel jeder 
solehen Reihe senden in die Mannigfaltickeiten |, von '&,, je einen Bü- 
schel von Ebenen, dessen Axe von der zugehörigen hegelschaar 'g, ein 
Leitstrahl ist. 


63. Die Collineation zweier Mannigfaltigkeiten &, und &,, von 
lässt sich zurückführen auf diejenige von zwei ebenen Feldern y, und > 
und zwar entsprechen sich zwei Ebenen y, g, von e, und 8, ,. sobald sie 
durch homologe Gerade f, f, der resp. Felder y,, y gehen (42a). Die 
Ebenen y,, y entsprechen den resp. Mannigfaltigkeiten &,, und &, in dem 
kubischen Hauptbüschel des letztere verbindenden &, -Büschels (42a.); sis 
sehen durch die resp. Strahlen d; und d’, welehe jenen Mannigfaltirkeiten 
in der Congruenz |d, entsprechen (59.). Durchläuft '&,| in '&,, einen Bü 
schel &,,, so beschreibt „7 einen Ebenenbüschel vierter Ordnung zweiter 
Art, d’ aber eine Fläche sechster Ordnung, wie eine etwas umständlich: 


Untersuchung lehrt. 

Welche Beziehungen zwischen zwei Mannigsfaltiekeiten '&, von 
bestehen, denen in .d; zwei sich schneidende Strahlen entsprechen, ist mi 
unbekannt. Für künftige Forschungen bieten auch die gegenseitiren Bi 


! 
+1 
















Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projeetiver Grundgebilde. 


ziehungen der zehn Kernpunkte K, der oo’ kubischen Hauptbüschel y°, der Con- 
gruenz d, , sowie der oo* Kerneurven ce’, der oc kubischen Ordnungsflächen und 
der ©” Ordnungseurven von \S,| und je,,| ein weites, kaum betretenes Feld. 

64. Die Mannigfaltigkeiten |S,| und je,,| sind speciell und von 26 
resp. 25 Parametern abhängig, wenn von ihren zehn Kernpunkten X vier in 
einer Ebene oder insbesondere drei in einer Geraden k liegen. Im letzteren 
Falle haben die © Bündel von |S,|, deren Mittelpunkt einer dieser drei 
Kernpunkte ist, den Strahl % entsprechend gemein (56.) und erzeugen einen 
kubischen Ordnungskegel mit dem Doppelstrahle k (19e.). Auf den Bü- 
schel 4 redueiren sich die »' Bündel einer Reihe |S, von |S,| (vgl. 19e.), 
und die Congruenz |d;| hat deshalb k zum Doppelstrahle. In % schneiden 
sich »' Gruppen homologer Ebenen und vereinigen sich folglich »’ ho- 
mologe Gerade der Mannigfaltigkeiten |&,| von \&,; von den ©” kubischen 
Hauptbüscheln 7° ist deshalb k eine gemeinsame Axe. Die &* Kerneurven 
c' von ‚8, haben %k zur Doppelsehne; »°” von ihnen zerfallen in k und &’ 
haumeurven fünfter Ordnung, welche mit %k je vier Punkte gemein haben 
(28b.) und durch die sieben ausserhalb % befindlichen Kernpunkte gehen. 

Dieser Speeialfall tritt in der Regel ein, wenn zwei Bündel von ‚S, 
in coaxiale Ebenenbüschel ausarten. Denn drei beliebige collineare Bündel, 
welche mit jenen beiden die |S,| bestimmen, erzeugen eine kubische Fläche 
F’; diese aber hat mit der Axe k der beiden ausgearteten Bündel drei Kern- 
punkte K gemein, und nur ausnahmsweise geht sie durch &. 

64a. Die lineare Mannigfaltigkeit S,| ist speciell und hängt von 
23 Parametern ab, wenn ihre oo* Bündel durch eine Gerade s homologe 
Ebenen senden. Ihre »* Kerneurven zerfallen dann in s und je eine Raum- 
eurve ec’ fünfter Ordnung, welche s zur Sehne hat und mit ihren &' Doppel- 
sehnen auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt (28d.). Auf den Ebenen- 
büschel s redueirt sich eine der »° Mannigfaltigkeiten |&,| von |&,, und 
folglich (42b.) ein Bündel von S,. Jeder Punkt der Geraden s ist ein 
Kernpunkt und Mittelpunkt eines durch s gehenden kubischen Ordnungs- 
kegels von ‚8, (vgl. 54). Die »&° Bündel von $,, deren Mittelpunkte 
mit s in einer Ebene % liegen, bilden einen linearen Complex |S; , dessen 
Kerneurve sich, abgesehen von 9, auf eine kubische Raumeurve c, redueirt 
(28e.). Von ihnen arten die ©” Bündel eines Netzes aus in Büschel, deren 
Axen die Sehnen von c, sind (28e.). 
Weil der Complex |S;| mit den übrigen linearen Complexen von 
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‚S,| je ein Netz gemein hat, dessen Ordnungsfläche in g und eine Fläche 
F’ zweiter Ordnung zerfällt (195.), so liegt ec, mit den &° Raumeurven e 
auf je einer solchen FÜ. Die x’ durch ce, gehenden Flächen zweiter Ord- 
nung verbinden ec, mit je ©’ Kerneurven ec’ und mit deren &' Doppelsehnen; 
die »0® Doppelsehnen ad’ aller &* Kerneurven e® aber bilden die Sehnen- 
congruenz der kubischen Raumcurve ce, (vgl. 28e). Da hiernach c, nicht 
sich ändern kann, wenn y um s gedreht wird, so wird diese Curve erzeugt 
durch je vier Bündel von |S,|, deren Mittelpunkte mit s in einer Ebene 
liegen; die Congruenz |d,, aber besteht aus den Sehnen von e, und den 
Strahlen der ©' durch s gehenden kubischen Ordnungskegel von S,. 

Die Raumcurven e’ und c, haben i. A. sieben Kernpunkte X gemein; 
in diesen sieben X wird eine beliebige Kerneurve ce’ von jeder Fläche 
zweiter Ordnung geschnitten, welche eine Doppelsehne der e’ mit c, ver- 
bindet. Jeder Kernpunkt K ist Mittelpunkt eines singulären Netzes von 
S,| und eines kubischen ÖOrdnungskegels, welcher in die Ebene Ks und 
einen durch ec), gehenden Kegel zweiter Ordnung zerfällt. 

645. Die lineare Mannigfaltigkeit |S, ist speciell und von 22 Para- 
metern abhängig, wenn ihre &* Bündel durch einen Punkt P_ homologe 
Strahlen schicken. Von '&,,| redueiren sich in diesem Falle die &' Mannig- 
faltigkeiten eines je, -Büschels auf eoncentrische Bündel P. Im Punkte P 
schneiden sich die ©" Ordnungseurven e’‘, er ist Doppelpunkt der x" Ord- 
nungsflächen F® und dreifacher Punkt der &* Kerneurven e’ von Ss, (28a.): 
aus ihm werden diese Kerncurven durch &’ kubische Ordnungskegel pro- 
jieirt, und er ist Mittelpunkt eines „singulären“ linearen Complexes 8; 
von S,. 

Zwei beliebige Netze dieses singulären Complexes S,; haben eine 
Reihe |S, concentrischer Bündel P gemein; ihre beiden Ordnungskegel 
schneiden sich in den drei Ordnungsstrahlen von 'S,| (vgl. 65.), ausserdem 
aber i. A. in sechs „Kernstrahlen“ k von |S,, die i. A. nicht auf einem 
Kegel zweiter Ordnung liegen. In diese sechs durch P gehenden Strahlen 
k zerfällt die Kerneurve des singulären Complexes |S;|, durch sie gehen 
je oo’ homologe Ebenen seiner Bündel und folglich alle seine ©" kubischen 
Ordnungskegel *). Auf jeden der sechs Ebenenbüschel % redueirt sich ein 
Raum des auf 'S; ruhenden Bündels singulärer Räume. Jeder Kernstrahl %k 


*) In vier concentrischen collinearen Bündeln giebt es also i. A. sechs Gruppen ho- 
mologer Ebenen, die durch je eine Gerade gehen. 
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ist Axe einer Reihe ausgearteter Bündel, jeder andere Strahl von P ist 
(19e.). 

Die Congruenz 'd, enthält demnach alle Strahlen von P (55.) und 
hat die sechs Kernstrahlen % zu Doppelstrahlen. Die Mannigfaltigkeit S, 
hat ausser P noch sechs auf den sechs % liegende Kernpunkte, in denen 


Axe eines ausgearteten Bündels von SS; 


J 


ihre ©* Kerneurven e’ sich schneiden; zum Beweise denke man sich S, 


durch fünf collineare Bündel bestimmt, von denen vier den Mittelpunkt 
P haben. 
64e. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten 8, und &,, sind speciell 
und von 25 Parametern abhängig, wenn ein Bündel von SS, auf eine Ebene 
sich redueirt, oder was dasselbe ist, wenn alle |e, von '&,,' die Ebene & 
entsprechend gemein haben. In diesem Falle gehen die ©” kubischen 
Hauptbüschel y’ alle dureh &; in 8, aber giebt es »o° Reihen perspectiver 
Bündel mit der Collineationsebene & (vgl. 28e.). Von den zehn Kernpunkten 
K liegen sechs in &; denn diese Ebene schneidet fünf collineare Bündel, 
welche S, bestimmen und von denen zwei zu & perspectiv liegen, in vier 
eollinearen Feldern; jeder der sechs Punkte aber, durch welche homologe 
Strahlen dieser Felder gehen (645.), ist ein Kernpunkt X von |S,.. Die bei- 
den perspeetiven Bündel haben einen Ebenenbüschel # entsprechend gemein: 
dieser aber bildet mit den homologen Büscheln der übrigen Bündel von 
S, nieht eine 'w, sondern einen linearen Büscheleomplex «, , dessen Haupt- 
punkte die übrigen vier Kernpunkte von |S, sind. 
Der auf e sich redueirende Bündel liegt in x” linearen Complexen von 
S,|. deren »° Kerneurven in je zwei kubische Curven ec; und e; zerfallen 


28e.). Die »° Curven e; liegen in der Ebene e und gehen durch deren 


sechs Kernpunkte; die e& dagegen sind kubische Raumeurven und gehen 
dureh die übrigen vier Kernpunkte K. Diese vier K bilden das Haupt- 
tetraeder eines tetraedralen Strahleneomplexes /' zweiten Grades; die Strahlen 
von /' sind die Axen der ®’ Büschel des Complexes «,, die entsprechend 
vemeinsamen Geraden der x° Reihen perspectiver Bündel von |S,) und zu- 


> 
> 


vleich (28e.) die Sehnen der »° Raumeurven e,. Letztere sind also die 
kubischen ÖOrdnungseurven von 7. 

td. Wenn »’ ausgeartete Bündel von |S, dieselbe Axe ev haben, 
so bilden sie ein „doppelt singuläres“ Netz 8,|. Da jedes andere Netz 
von 8, mit 'S,, einen jener Bündel gemein hat (52.), so gehen die ®" 


kubisechen Ordnungsflächen von ‚8, alle durch e. 
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Sei SS, ein durch |S,,, gehender linearer Complex von 'S,, und 
Z, der auf ihm ruhende Raumbündel. Ein beliebiges Netz S, von 'S, 
hat dann mit 'S,\, eine Reihe jener ausgearteten Bündel gemein, seine Ord- 
nungsfläche wird geradlinig und hat » zur Doppelpunktsgeraden, und durch 
jeden Punkt von e gehen homologe Strahlen seiner ©” Bündel (19a.) und 
ebenso aller ©’ Bündel von S,. Die »’ häume von ‚38, haben folelich 
je einen auf o liegenden Doppelpunkt und arten aus in Bündel, und die 
Kerneurve ce’ von 'S,| und 8, enthält die Gerade ® dreifach (28Sa.). Ho- 
mologe Ebenen der x°® Bündel von ‚S; haben allemal einen Punkt von e 
gemein; schneiden sie sich in noch einem anderen Punkt, so gehen sie 
durch eine Gerade !, welche auf allen Ordnungsflächen von 8, liegt und 
einen Theil von c” bildet. Die Kerneurve ec’ zerfällt deshalb in die drei- 
fache Gerade ve und drei Gerade /, welche e schneiden. Durch ®e und die 
drei Z ist 'S,| bestimmt: denn die vier Geraden werden aus den ©’ Punk- 
ten des Raumes durch homologe Vierseite der x’ Bündel von S, projieirt 
und bestimmen die Collineation dieser Bündel. Weil auch die &’ ausge- 
arteten Bündel von $,, durch jede der drei Geraden Z! homologe Ebenen 
schicken, so haben sie die drei Ebener e/ entsprechend gemein. Die Ord- 
nungsfläche des doppelt singulären Netzes S,, und des auf ihm ruhenden 
Netzes P;,, zerfällt folglich in die drei Ebenen e/. Auf letztere redueiren 
sich drei Bündel von |P, ,„; bestimmt man aber P,,, dureh einen derselben 
und zwei seiner übrigen Bündel, so ergiebt sich, dass die Bündel von P 
jede der drei Ebenen e/ entsprechend gemein haben, und dass folglich aue! 
von 8; , drei Bündel in diese Ebenen ausarten. 

Die Mannigfaltiekeit S, hat alle Punkte von e und noch drei Punkt: 
K der drei Geraden /! zu Kernpunkten, wie sofort sich ergiebt, wenn 
S, durch vier Bündel von S, und einen beliebigen fünften Bünd: 
stimmt. Diese 8, hängt von 19 Parametern ab: drei ihrer 
eiren sich auf die Ebenen, welche ve mit den drei Kernpunkten K verbind: 

64e. Die Mannigfaltigkeiten S, und &,, hängen von nu 
metern ab, wenn die Bündel von S, eine Ebene y entsprechend gem: 
haben. Eine Mamnigfaltigkeit von &,, redueirt sich alsdann auf p,. un 


S, besteht aus ©’ Netzen concentrischer Bündel, deren Mittelpunkt: 


1 4 


liegen und deren Ordnungskegel in g und je einen Kegel zweiter Ordnun 
zerfallen. Die &* Kerneurven ec’ redueiren sich, abzesehen von g,. auf kı 


bische Raumeurven c 28e.): die x Ordnungstlächen F’ aber zerfalleı 
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p und je eine geradlinige Fläche F” zweiter Ordnung (195.), welche &! 
kubische Kerneurven ce, enthält. Zwei Kerneurven c, können allemal durch 
eine dieser Ordnungsflächen F? verbunden werden (vgl. 53.); sie haben eine 
Schaar von Sehnen und vier Kernpunkte K gemein. Durch diese vier K 
sehen homologe Ebenen aller Bündel von |S,|, also auch alle Kerneurven 
c, und Ordnungsflächen F’. 


Von '8S,| redueiren sich &° 


Bündel auf Ebenenbüschel, und zwar 
bilden deren Axen einen tetraedralen Strahleneomplex zweiten Grades, 
welcher die vier Kernpunkte X zu Hauptpunkten hat. Denn diese Axen 
sind die Sehnen der kubischen Kerneurven ce, (28e.), und je zwei von ihnen 
können mit den 4K durch eine Ordnungsfläche F? verbunden werden. Die 
Kerneurven ce, sind die kubischen Ordnungseurven des tetraedralen Com- 
plexes, und es giebt deshalb nicht *, sondern nur &* solche; ebenso giebt 
es nur oo* und nieht oo’ Ordnungsflächen F’. Die &* ausgearteten Bündel 
bilden in 'S,| einen linearen Complex |S;|, weil jede Reihe |S,| von |S,|, 
die nicht aus lauter ausgearteten Bündeln besteht, einen von ihnen enthält 
(6.). Die sechs Kanten des Haupttetraeders sind Axen von je einer Reihe 
ausgearteter Bündel der |S,| und folglich entsprechend gemeinsame Gerade 
der ©’ Mamnigfaltigkeiten von '&,. Letztere haben demzufolge auch die 
vier Verbindungsebenen der vier Kernpunkte K entsprechend gemein; auf 
jede dieser vier Hauptebenen des tetraedralen Complexes redueirt sich somit 
ein Bündel von |8,. 

64f. Die Manmnigfaltigkeit |S,| heisst eine „singuläre* und hängt 
von 15 Parametern ab, wenn ihre Bündel eoncentrisch sind und demnach 
alle z,| von |&,,| auf Ebenenbündel mit demselben Centrum P sich redueiren. 
Diese S, hat »* Gruppen von je sechs Kernstrahlen # (645.); je zwei der 
Gruppen 6% liegen allemal auf einem kubischen Ordnungskegel von |8;|, 
welcher &' Gruppen 6% enthält. Jeder Strahl von P ist Axe einer Reihe 
ausgearteter Bündel von S,, und zwei dieser Reihen liegen i. A. in einer 
S, von 8, ; durch zwei beliebige Strahlen von P ist demnach i. A. eine 
Gruppe 6% bestimmt. Die singuläre Mannigfaltigkeit |S,| enthält i. A. sechs 
Bündel, die auf je eine Ebene sich redueiren *). 

64g. Die Mannigfaltigkeiten 'S, und '&,, hängen von 13 Parametern 


ab, wenn die Bündel von 'S,| einen Strahl » entsprechend gemein haben. 


*) Ein analytischer Beweis dieses Satzes wird unten (80., Anm.) angedeutet. 

















Reye, lineare Mannigfalitigkeiten projectiver Grundgebilde. 329 


In diesem Speeialfalle redueiren sich »' Mamnigfaltigkeiten von &,, auf 
den Büschel e, von 'S,' arten die ©’ Bündel eines doppelt singulären Netzes 
S,. aus in vo (28f.), und S, besteht aus »' linearen Complexen eoncen- 
trischer Bündel. Die »o* Kerneurven ce’ zerfallen in die dreifache Gerade 
v und je eine kubische Raumeurve e), welche e zur Sehne hat (28f.). Aus 
jedem Punkte von o werden die x* Curven ce, durch &° kubische Ordnungs- 
kegel projieirt (28f.), welche ausser ihrem Doppelstrahle e noch drei Kern- 
strahlen %# gemein haben. Letztere bilden eine zerfallende ec, und enthalten 
drei Kernpunkte K, durch welche alle »* Curven ce, gehen (vgl. 645.). Jede 
kubische Raumeurve, welche ve zur Sehne hat und die drei Kernpunkte K 
enthält, ist eine der Curven ce. 

Alle die Gerade » schneidenden Strahlen sind (645.) Axen ausge- 
arteter Bündel von S, ; die &' Kernstrahlen %, welche ausserdem je einen 
der drei Kernpunkte K enthalten, sind die Axen von je x’ dieser ausge- 
arteten Bündel. Die x” Ordnungsflächen von 8, sind alle geradlinig, gehen 
durch die drei X und haben ® zur Doppelpunktsgeraden (19a.). Die Ord- 
nungsfläche des doppelt singulären Netzes |S,,, zerfällt in die drei Verbin- 
dungsebenen von » mit den drei Kernpunkten K, und auf jede dieser drei 
Ebenen redueirt sich ein Bündel von 8, , (vgl. 64d.). 
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Ueber eine Methode, die zu einem singulären Punkte 
einer linearen homogenen Differentialgleichung 


gehörige Fundamentalgleichung zu bestimmen. 
(Von Herrn Paul Günther.) 


ba Folgenden beabsichtige ich, die von Herrn Hamburger im 83. 
Bande dieses Journals (S. 195) gegebene Methode, das obige Problem zu 
lösen, dadurch weiter zu entwickeln, dass ich für die dort auftretenden 
Grössen o/(z,), aus denen sich die Coefficienten der Fundamentalgleichung 
zusammensetzen, explieite Ausdrücke (durch die Coefficienten der Differential- 
oleichung) herstelle. Dieselben werden gewonnen mit Hülfe jener merk- 
würdigen, aber, wie es scheint, ganz unbeachtet gebliebenen Reihenent- 
wickelung der Integrale linearer Differentialgleiehungen, welche Herr Fuchs 
(Annali di Matematica 1870, Bd. IV, 8. 36 ff.) gegeben hat. Ich führe 
diese Betrachtungen der Uebersichtlichkeit wegen hier nur an dem wichtig- 
sten speeiellen Falle, dem der Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
durch, indem ich aber bemerke, dass die Methode auch im allgemeinen 
Falle anwendbar ist. — Man kann explieite Ausdrücke für die Coeffieienten 
der Fundamentalgleiehung auch vermittelst einer andern Methode erhalten, 
welche ich ebenfalls auf Grund der oben erwähnten, von Herrn Fuchs her- 
rührenden heihenentwiekelung ausgebildet habe, und die auch in mancher 
Hinsicht Vortheile darbietet; ich behalte mir vor, diese zweite Methode bei 
einer anderen Gelegenheit in ausführlicher Weise darzulegen. — 


Wir setzen die Differentialgleichung, was ja stets erlaubt ist, in der 
Form 


' d’y a 
#8 - = DE)« 
/ dr‘ PT) Y 
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voraus und denken uns, um die Fundamentalgleichung für den Umlauf um 
einen singulären Punkt (den wir nach x = 0 verlegen) zu bestimmen, p(r) 
in der Umgebung dieses Punktes entwickelt: 

(2.) p(x) = Za,c”, 
wobei wir über die Werthe, welche der Stellenzeiger z durchläuft, gar keine 
Voraussetzung machen. 

Nach Herrn Hamburger hat man nun zunächst ein Fundamentalsystem 
von Integralen (y,,y.) der Gleichung (1.) zu bestimmen, welches der Be- 
dingung genügt, dass in einem nichtsingulären, dem Nullpunkte hinlänglich 
nahen Punkte = x, 


fe} u . . B day, 

(3, ah =; nee 
oder also 

dy dy, 1 

(3°.) Birne ne 
ist. Wird dann (für z= 1,2) 

Ä 1m _[ 8% a 

(4.) Pr) = en, 9%. 


gesetzt (wir bezeichnen im Folgenden durchgehends 


),. der 


=10OXT 


mit D’f), ferner 


=. 2ri)* 2, (2ni)) 
AN RER v / (2 )y . re‘ _ 
(9.) 41 = FE pi(au)- 13 a= 2" (Du); 
Az) A! ).=0 r: 
so lautet die zu x=0 gehörige Fundamentalgleichung 
(6.) oo” — (A, ta,)o+1l = (0. 


(Das von » freie Glied hat hier den Werth 1 wegen der besonderen Form 
der Gleichung (1.), vergl. Poincare, Acta Math. Bd. IV 8. 202, 204). 

Um nun die Grössen (4.) in bequemer Weise independent auszu- 
drücken, benutzen wir eine specielle Form der bereits erwähnten Fuchsschen 
Reihenentwickelung, welche wir aber der Uebersichtlichkeit wegen hier 
nach der a. a. OÖ. gegebenen Methode direct ableiten wollen. 

Soll ein Integral der Gleichung (1.) mit vorgeschriebenen Anfangs- 
werthen (für x = x,) bestimmt werden, so bezeichne man mit «, dasjenige 





. d’u 
Integral der Gleichung = 9, welches eben diese Anfangswerthe besitzt, 
( “ 


und setze in (1.) 


y = Wryı; 
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dann ergiebt sich für y, die Gleichung 


” day, 
(7.) ie PR Ntp@).W, 


ausserdem die Bedingungen 
dı . 
yı =V, = für zo. 
Man bezeichne nun ferner mit a, dasjenige Integral der Gleichung 


d’u 


a = p (2).%,, 


welches mit seiner ersten Ableitung für x = x, verschwindet („Hauptintegral“ 
dieser niechthomogenen Differentialgleichung nach Herrn Fuchs), d. h. 


u / de / "p (z).u,de, 


und setze 


Yyı = UtYe, 
so folgt aus (7.) 


d’y, 
FF 1695 uw CARE 
(7°) 
\ / ] En 
gm Ö, —=0 für T= 17T, 





für 
RES 
%, = / da / p(x).u,de, 
%, Er 


Y = Wm+Y; 
wird dann weiter 





d’y, 
ie Po) ytpe)-W, 
=, U =0) für z=a. 


In dieser Weise fortfahrend, erhält man für das gesuchte Integral y den 
Ausdruck 
m—1 


Y an SU t Ym; 


0) 


wo 
’x x z 
= / dx / p(z).u,-ıde =) 
i a 


und y, das Hauptintegrai der Gleichung 
d’u 
2 = 2» (x) Bu] +p(r). ni 


ist. DBezeichnen wir mit w,, ©, irgend ein Fundamentalsystem von Inte- 
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sralen der Gleichung (1.), dessen Determinante (die ja constant sein muss 
or] 


gleich 1 ist, so können wir y,, wie leicht zu sehen, in der Form 


x °2 
yo w/ p(z).u,_,.w,de—w, f p(z).u,_,w,dx 
Lo s 


r 


darstellen. Wenn wir nun zeigen können, dass |y,| mit wachsendem m 


. . . . D . L . ° RER . 
beliebig klein wird und die Reihe Fu, convergirt, so werden wir für y die 


=! 


Reihenentwickelung 


U, 
ds 


Ws 


Y = 
erhalten. Setzen wir voraus, dass der Integrationsweg durch keinen singu- 
lären Punkt der Differentialgleichung (1.) geht und eine endliche Länge s 





hat, und bezeichnen wir mit M, N die Maximalwerthe von |p(e)|, w,x 
auf dem Integrationswege, so folgt leicht 
rl ... 
| = or M!.N.s*, 
ö (2e)' 


woraus sich das Gewünschte in einfacher Weise ergiebt. 
In unserem Falle haben wir also, wenn wir noch die neue Veränder- 
liche £= logz einführen (#4, = logz,): 


(8.) Un = 1, Un =  Kä —1, 





u. = / e'dt / e.p.u,_, „dt 
4 


to 


und es handelt sich also um die Bestimmung der Grössen 
' d’u,, 
D'’u,, Ba | e | 


dir 
Wir bemerken zuvörderst. dass, wie leieht zu sehen. 
(9.) D’u, =0 für A<2o; 


ferner 
D’u,, = D’(e/ e.p-U, de). 


t, 


Man hat aber 


En (e [ e.p.u,_,.dt) 


d 
dt 


(E.P-u,_1.)+t 


»t 
== e./ e. Pu, -.d+lA—1)e.(e.p.u,_,.)+t(A—1)e'- 
{, 
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also 
D’u,, = Zza- l),,41e".D’(e'.p.u,_,,.) 
oder (unter Bertieksichtigung von (9.)) 
(10.) D’u, - f aa 1), +41(A),e' "2 »(e'p). D’u U,— —1,x* 


Ebenso folgt 


As—?2 


ww) ne FA: zı(da),e" .D’(e'p)D*u,_,,; 


l,=20— > 4 


4 [9) 22 lu 1 
au „ur WoRe BE . n ‚ N’2-ı7?72 hy 

ir.) re R P) wi Z (y— D);,,_1+1Ae-1)a,, e*. D y °(ep)D "u,,. 
20— u 207 r 

Hier ist nun 

(1 für 4, =, 

lo für 2,>0. 

[0 für A, =0, 


l1 für 2,>0; 


A2. 
D“ “Ui — 


Ay 
Dun = 
ferner nach (2.) für jedes m 
d'" t a ; 
D" (ep) = -(Za,c, *”) = &(l-z)"a,0 ”. 
x 


(dlogz,)" pn 
Also wird schliesslich 


D’u, = ZA), Dana Area Da, ge” 


4 
| un 19-1 2-2% 
(11.) x (1-2) (1-2) len, To ne 
(,=20-2..12, ,u2o—..i—2, ... ka9—2 = = 2.. A203 
= »—2...Äd, ,= Wh...) ch 19-17 =0...199, 2? 
#,...%, alle möglichen Werthe). : 


D’u. = Z(i- —1),, (A), ‚(a— 1),+1(A3)-- (A 20—2 ui SER 1 (A2o-1)a,, 


[0 


20— 3x, 


> \ weft a ) -A, > ah; > A20—17A2, ’ n=1 
(12.) x (1—,) \ (1-2) ... 1—x,) ” ah ac Pi 
(}, = 20—1l.. .—2, ,=230—3...)—2, a8 ’9— 7 Bd 2 
5) 5 
,= B—l...h 1, =%-3...);, ... i,= ss 


X, X, wie oben). 





Endlich wird nach (9.) 
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Inwieweit diese Ausdrücke einer Vereinfachung fähig sind, müssen wir einer 
späteren Untersuchung vorbehalten. 

Für jede der Grössen a,,, a, erhalten wir nach dem Obigen eine 
(im Allgemeinen unendlich viele positive und negative Potenzen enthaltende) 
Potenzreihe von z,, deren Convergenz für hinlänglich kleine aber von Null 
verschiedene |x,| aus dem Gange der Herleitung erhellt. Da mun die Coef- 
fieienten der Fundamentalgleichung von dem gewählten Anfangswerthe x, 
unabhängig sein müssen, so brauchen wir von der Summe a,,--a, nur die 
(lieder mit x, beizubehalten, d. h. brauchen in (11.), (12.) nur über die- 
jenigen Werthsysteme z,...2, zu summiren, welche der Bedingung 





(14.) 


... = 20 


cenügen; die Anzahl derselben ist eine endliche, wenn nicht in der Ent- 
wickelung (2.) sowohl unendlich viele positive als unendlich viele negative 
Potenzen von x vorkommen. Die Grösse a,,+a, kann hiernach in folgende 
Form gebracht werden 


EN | . x 
15.) Aıtan = 2+2 


wo N,..., einen durch die obigen Entwickelungen bestimmten numerischen 
(!oeffieienten bedeutet und die %,...2, aus (14.) zu berechnen sind. Wenn 
man zur Bestimmung der Fundamentalgleichung die zweite bereits oben er- 
wähnte Methode benutzt, so erhält man a,-+a, unmittelbar in der Form 
(15.), wobei sich dann für N, , ein übersichtlicherer Ausdruck ergiebt. 

Wir bemerken noch, dass man das obige Verfahren natürlich auch 
zur Bestimmung der Fundamentalgleichung für andere Umläufe als den hier 
betrachteten benutzen kann, doch scheint dann die Absonderung der von 
x, freien Glieder nieht so einfach zu sein. — 

Von dem obigen Ausdruck machen wir eine Anwendung auf die von 
Herrn Cayley (dieses Journal, Bd. 100, S. 293) behandelte Differential- 
sleichung 
dy # u. Ö 

un L 


dx’ 


Nach Herrn Cayley würde ein Fundamentalsystem. von Integralen von fol- 
sender Form vorhanden sein: 
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Ag dz 


en ee 
u =T Ya, se b,x', U=T Yas RB: eX, 
-_ I. %. 


die Fundamentalgleiehung würde also von a,, a,, a, ganz unabhängig sein 
und nur a;, a, enthalten. Setzen wir nun, um dies an dem Ausdruck (15.) 
zu prüfen, 


u, u, 


A, ... a = a d, ... da, 4 


70 


so sind die «, als ganzzahlige nichtnegative Lösungen der beiden Glei- 
chungen 
Vu, +-1l.u,+2.w+3.;+4.u, = 20, 


ww Wr + Wr m=0 


zu bestimmen. Daraus folgt aber, dass in der Fundamentalgleichung über- 
haupt gar kein Glied vorkommen kann, welches nur a,, a, enthielte, denn die 
Gleichungen 
wen, =m=V 
ziehen 
w;+2u, = (0, 
also 
=() 
nach sich. 
Für den Fall, dass a,=0, stellt Herr Cayley (a. a. O. 5. 295) ein 
Fundamentalsystem von der Form 
+“ 


u. ee 
u=2t.3yBre, w=atr. 30. 


u.’ 
auf; hier würde also die Fundamentalgleichung von a,,...a, ganz unabhängige 
Uoettieienten besitzen. Man sieht aber aus (15.), dass dies nur dann statt- 





finden kann, wenn diese Gleichung die Form 
(w—1)' = 0 

annımml. | 
Sollen also die Cayleyschen Aufstellungen Gültigkeit besitzen, so | 





müssen die Coefficienten der Differentialgleichung gewissen Bedingungen 
(Genüge leisten, welche für den Fall, dass „=«a,=0, in einer Abhandlung 
des Herrn Hamburger, dieses Journal, Bd. 103, 5. 238, entwickelt worden sind. 
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Zur Theorie der Function Er *). 
(Von Herrn M. A. Stern in Zürich.) 


Dezeichnet man, wie üblich, durch Ex die grösste ganze positive 
in x enthaltene Zahl, und sind m und » zwei ungerade positive Zahlen, die 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so gilt die bekannte Gleichung 


4 


(1) SE km _ (m—1)(n— 1) 
1 


n > 


in welcher, wie in allen folgenden, sich die Indices auf die Veränderliche 
k beziehen. 


Im Folgenden wird immer vorausgesetzt, dass m die kleinere der 


> i 
. n ö "U 5, u 
beiden Zahlen m, » bedeutet. Zerlegt man Y£ E in die zwei Summen 
. 1 n 
in—1) _ km rn 
HM und zz: 
1 n l(n+1) n 


so kann man statt der letzteren Summe aueh schreiben 


aln—1) _ n—ı\ m m—1l)(n—1) ‚27 ,/ km m 
= E|(k+"5- | = / > rs E( +H4-5,) 
1 Z n 2.2 n - 2n / 
j km „km r; 
Setzt man — = E—-+—, so hat man 
n n n 
sn —1) er m‘ (n—1) km 2r, +n—m‘ 
-E +4-5-)= zZ EEE—+- ). 
< wu 7, = n 2n / 
2r, tn —m ; 
ar: RN . . . .. Du 2 . 
Je nachdem — ae kleiner oder nicht kleiner als die Einheit ist (jeden- 


falls bleibt dieser Ausdruck kleiner als 2), d.h. je nachdem r, kleiner 


*) Mit dem Aufsatze „Bemerkungen über höhere Arithmetik“, welcher in dem vor 
nunmehr sechzig Jahren erschienenen sechsten Bande veröffentlicht ist. beginnt die grosse 
Reihe der höchst schätzbaren Beiträge, welche Herr M. A. Stern diesem Journale zuge- 
wandt hat. Hiervon habe ich Veranlassung zenommen. an Herrn Stern die Bitte um 
einen Beitrag für den hundertundsechsten Band zu richten, und ich glaube dem Danke 
für die freundliche Gewährung an dieser Stelle Ausdruck geben zu dürfen. 

Kronecker. 


Journal für Mathematik Bd. CVI. Heft 4. 453 
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' „fkm | „ km 
oder nicht kleiner als 4(m-+n) ist, wird E(- +45.) den Werth E— 
q m un n 
y km . ” . . . 
oder E-—--+1 erhalten. DBezeichnet « die Anzahl derjenigen hier zu be- 


trachtenden r,, welche nicht kleiner als 4(m+-n) sind, so hat man 
"I 2, km ri Fo km 


> E- + 5 E—+teo 
141) n 2.2 1 n ’ 
und mithin nach (1.) 
Un—1 n 
(3. "> 'E km _ (m—-1ln—]l) a 
Su 1 n 2.2.2 2 


Da «& höchstens gleich er ist, insofern r, =m <4(m+n), so muss 
ı(n—1) 


der Werth von S E' ne immer zwischen 
as (m—1)n—1) n-—1 
ua 5 5: mes ee € 5 page = 3, 


d.h. zwischen 
(m—3)(n—1) BR (m—1)(n—1) 


9959 )2) 


ee u ns a 


enthalten sein. Auch folgt aus (2.), dass, je nachdem wenigstens eine oder 
keine der Zahlen m, » von der Form 4p-+1 ist, « gerade oder ungerade 
sein muss. Zu ähnlichen Bemerkungen geben auch die folgenden Formeln 
Veranlassung. 

Aus der bekannten Gleichung 


, lm hı an k —] —] 

3.) 3 E+ 2 En = MOD 
folgt dann weiter 

2 Hm-1) , km m—1)(n—1 a 

4.) = . ” Aa = / FE 24 a 


Der Werth dieser Summe ist also immer zwischen 
(m—1)(n—1) und ee 3 


” >) 2, BD} “) ” ) 


enthalten, und es ergiebt sich zugleich, dass die Gleichung 


1 1 
4m—1) n J(n—1) m 
Er = = E hi 
u 
n m - n 


immer und nur dann statt hat, wenn «= ist, d.h. wenn von den hier in 
R s __ m+n £ . r 
Betracht kommenden r; keine der Bedingung r, — —,— Genüge leistet. Dies 


ist z. B. der Fall, wenn m =71, n=13, wo kein r, den Werth 10 erreicht. 





RAR. WIE 


a TTETTENEE v 





Er 


2 a ran 


er 





Stern, zur Theorie der Function Ex. 339 


Statt der Formel (4.) kann man auch folgende Formel anwenden. 


u ie EEE . « “ 

Sei ——=E—+—- Es soll zunächst vorausgesetzt werden, dass r eine 
m m m 

r . ı N 

ungerade Zahl ist, also E 


— gerade; der Fall, wenn r eine 
l 


eerade Zahl 


” 


ist, soll später behandelt werden. Man hat also 


s(m—1) kn (m—1)\(m+1) n i(m—1) kr 
I® en A en \ /\ I J nn er nA 
(2). E a E T » E 
\ ) - m 2.3.2 m m 
Da nun r<Zm, so hat man nur in (2.) statt m nun r und zugleich m statt 
Pe . ‚kr, © .. 
n zu setzen: auch sei “ —-E a Nimmt man nun an. dass unter 


den in Betracht kommenden o, sich ? finden, welche nicht kleiner als 
L('m+r) sind, so hat man nach (2.) 


1(7 


5) n 1) kr nn € u w 
pie _ C-Dm-1) 
m 2.2.2 2 
und mithin 
6 kn (m—1)(m-+1) £" (r—1)(m—1 Bu 
{ ). Y — % ze 
n m 2.2.2 m 2.2.2 2 


Vergleicht man die Formeln (4.) und (6.), indem man noch statt r seinen 


r n . mn B. Zuie > ’ 
Werth n— mE in (6.) einführt, so findet man den bemerkenswerthen 


Ausdruck 


m—] n 
o+ = >—E—- 
AR - m 


Bekanntlich ist die Formel (1.) auch noch richtig, wenn man 2m statt m 
setzt; d.h. man hat 


n—1 99km 2m —1)\(n—1) 
vn a F ur u l \ ! 
5. S 1 =_— “ * 
\ / u n .) 
1 _ 


Nun ist 


n-1 92km in —1) /n—1 \ 2m m(n—] ın—1) FDkm m” 
Ze [ltr] en fe] 
N 2 


l(n+1) n 


y j n n 
2km 2km rn; 
W _ u k . 
Setzt man —— =E +—, 80 ıst 
n n n 

un 5 s . ” k.2D 144 

„ut. B nn = 2, m= 11, so ist, nach (4.), DE 11 :W+ —, aber a =4, 
und zwar sind r,, r,, r,., r,, grösser als 4m+n)= 18. Aus (6.) ergiebt sich als Wert] 
dieser Summe 30+23-—-19, von den o; ist nur eine, nämlich o, —9, grösser als Y'r-Hm 
also #=1. Beide Formeln geben mithin den Werth 32. Die Zahl ? ist immer gera 


ausser wenn. wie in diesem Beispiele. r und m beide von der Form 4pr-+3 sind. 


4: 
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E(* 2km zu ")= > m EN E( )- 1 


je nachdem r, nicht kleiner oder kleiner als m ist. Nimmt man nun an, 
dass unter den 4{2—1) hier in Betracht kommenden r, sich « nicht kleinere 
als m befinden, so hat man 


Stern, 


n-1 _ Dkm m(n—1 4(n—1) en ae 
& ee hu. 2 3 E— -(3 e* —a) 


) 


4(n+1) n £ 1 
(m—1l)(n—1) 30) _,2km 
= PT L4+ 2 ET +o, 
und mithin nach (7.) 
| 31) _, 2km m(n—1) a 
RN rZ — — ln en . 
8.) a a > 2 


Aus der Gausssehen Formel 
s Ex %k Mi 
EEkce+ NE = sEszt 
1 1 \ 


folgt allgemein, d. h. m sei kleiner oder grösser als n: 
’ ZU) ,2km MI (m—1)(n—1 
(9.) > E- „ +3 BE a 


m 2 


Ist nämlich m <n, so setze man in der Gaussschen Formel s = 4(»—1) und 


2m . 
= - Dann ist 
7 
n „(n—1l 2m m 
Est = E( — -) = E(m— =) = m—1 
y4 n n 
= . . n 
Ist m >> n, so setze man in dieser Formel s=m-—1l und 2 = - Dann 


>m 


En 


wird Ess = E.V" = 4(n—]). 


2m 
Aus (8.) und (9.) folgt mithin, wenn, nach der Voraussetzung, m <n: 


m—1 x u Ben 
10.) SE kn — (m—2)(n—I1) a @ 


1 ‚ 2.2 3 

Der Vergleich von (8.) und (10.) ergiebt, dass die Gleichung 

TER TR = | 

zZ Er Rr SE er 
immer und nur dann stattfindet, wenn «= }(n—1), d.h. wenn alle hier in 
Betracht kommenden r, nicht kleiner als m sind, wie dies z. B. der Fall 
ist, wenn m=3, n=19. 

Vermittelst (8.) ergiebt sich nun die Ergänzung von Formel (5.), 

in welcher r eine ungerade Zahl bedeutete. Ist nämlich r gerade, so setze 








EEE TE 








EHER SUE TEUER DEREN 7100 © 


re 
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’ . kr ur r, 
man in (8.) jetzt r statt 2m und m statt », ferner — =E- Dies 
n m 
giebt 
"nn kr BR (m—1)r Y 
- Aa: RE. 2° 


wenn y die Anzahl der Fälle bedeutet, in welchen r, nicht kleiner als Ir 


ist. Die Formel (5.) verwandelt sich daher in diesem Falle in 


sm-1) _ kn m—1)(m+1 ‚n , , (m—I)r u 
a1) 2 - Pet gr , Br _r 


m 2.2 m 2:=.2 


« 
— 


Man sieht zugleich, dass 7 eine ungerade Zahl sein muss, wenn Ir unge- 
rade und m—1 nicht durch 8 theilbar, oder 4r gerade und m—1 nicht durch 


4 theilbar; sonst aber gerade. 


’ kn ut ’ . 
Setzt man — =E +, so ist bekanntlich 
m m m 
‚2kn kn ‚kn 
E — 2E oder 2E— Hl, 
m m m 


je nachdem s, kleiner oder nicht kleiner als 4m ist. Bezeichnet man die 


Anzahl der Fälle, in welchen zwischen den Werthen k=1 und k=!(n—1 
s, nicht kleiner als Im ist, durch d, so ist mit Rücksicht auf (4. 


Km-1) _ kn (m—1)(n—1) 


f » nj 2 N \ 
(12.) Pi > 2 = a Ha-+d, 
1 ı u.a 
und daher nach (9.), wenn man dort m und » vertauscht: 
ni Km (m—1l)(n—1) | 
23 x 7 Sc J Br ı_ 7 
(13.) . E In .— 39 @ Ö). 


Es folgt hieraus zugleich, dass die beiden durch (12.) und (13.) dargestell- 
ten Summen immer und nur dann denselben Werth haben, wenn zugleich 
a=0 undd=(0. 


Aus 
‚/km \ | (( m \ 
5» u l nu a ds . m l — 
E \ n 3 yı E N k) mn 3) m 
folgt 
Ke—3) km , 1 _ im. m(n—1) 
a 2er 2) 
1 n “ J(n+1) n ” 2 
Aber 
n—l a l(n—1) AL 
o Eee) _ 0 E|(" 1 REN m = | 
(15 \ 2 Di 2 on n 
7 4 el 14 km m | _  (n— l)(m+1) A er I E f km m 
FE. ur TE Te 2n I 53 rg In / 





Diese letzte Summe geht, wenn man sie in der Form 
(n—1) ’ k 
5 > Pie Wi m. 


N) +) 


1 n z >n 
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schreibt und 
km km . rı 
44 = E(t4H) + 


>n 


Kn—1) E[E ze +} ER ee ] 


T 9 n 


setzt. In 


über. .JJe nachdem r, nicht kleiner oder kleiner als m+n ist, wird der 
Werth dieser Summe gleich 


k 
E( +1 ‚) oder E("+2)- 1. 
Ist daher & die Anzahl der Fälle, in welchen r, zwischen den Grenzen 
k=1 und k= }(n—1) nicht kleiner als m+n ist, so ist 


n—1 km ern) , "SE km 
+4 4 Re m en an 
PN de }) = 2.2 ET, | +8, 


ol 


und demnach 
an—1) / km m n— | m+-1 n—1 n—]1 & 


ie 222 +39 7 
16.) 
ie, (m+1l)n—1) «@ 


I), 2 


DT u u ns 





Dies zeigt zugleich, dass die Zahl « immer gerade ist, ausgenommen wenn 
m von der Form 4p+1 und zugleich » von der Form 49-+3 ist, wo sie 
ungerade sein muss. 


Aus (14.) und (15.) folgt 
(17) a er 1)+ =Eı-- u m, 


N n ?n 2.2 
und hieraus 


‚40 (n—1) km m m—» n—] 
(18.) B5 E a ) = (m—3)( IR... - 


n 2n 2.2.2 


Durch Token von m und » findet man aus (17.) 


m—U) „7 kn nn kn n m—1)(n—1 
Fe) 


m m 2m 2.2 


*) Herr Busche hat in seiner Inaugural-Dissertation (Ueber eine Beweismethode 
Or RR. rl) / km j 
in der Zahlentheorie, Göttingen 1883) bewiesen, dass 3 E( +3) eine gerade Zahl 
i 1 n 
ist. Demnach folgt unmittelbar aus (17.), dass die Differenz 
— _ in) / km 
2 
(e--Ajte--1): ; 30 E(® d> 2 
— *) 
eine gerade Zahl ist. Diesen Satz hat Herr Busche in der „Festschrift herausgegeben 
von der mathematischen Gesellschaft in Hamburg, Leipzig 1890“ bekannt gemacht Ss. 82 
Formel 1Va, ohne seinen Beweis, welchen er als ziemlich umständlich bezeichnet. 








x M ei a ri 27 he 2 EN 
aaa Dahl Paöprian 2 at 77 BEE a ar a er an 1. 1 TE 
RT ee sense "E; ; 


SERRE RG, 









Stern, zur Theorie der Function Ex 


Nun hat Herr Busche in seiner Inauguraldissertation gezeigt, dass 
s(m-1) / kn m —1) ,/ km 
m . " x 


ist, woraus dann auch die Gleichheit von 


a(n-1) 7 km m (m 1) / kn n 
z E(- —5 -) und E( —— ) 


n n Zn n m 2m - 
folgt; demnach sind durch (16.) und (18.) zugleich die Werthe von 


3(m—1) i kn Ilm kn n N 
>) E( - 1) und "E( ) 
. ) 


n m m >m 
bestimmt. 


Diese zwei Summen können aber noch in anderer Weise bestimmt 
werden, durch ein ähnliches Verfahren, wie es oben zur Bestimmung von 


Km-1)_ _ kn 2 \ ” R 
- durch Formel (6.) geführt hat. Um dies jedoch vollständig zu 


1 


$(n—1) €: >km 


leisten, ist die Bestimmung von S E + ,) erforderlich. Aus 


n e 


‚/ 2k . 2m 
E( - +4)+E|@—%) — +4] = 2m 


1 2km \ 
2) y _ u 1 u f 2 \ 
E ( ra 1) m(n—1). 


Zerlegt man diese Summe wieder in zwei 'T'heile, indem man zuerst für % 
alle Werthe von k=1 bis k= I(n—1) und dann von k= {n+1) bis k= n—1 


folgt 


setzt, so findet man 
ni km \ m(n—1) , CD ,/2km | m \ 
P> E(= +34) = Er E( oz i )- 
I(n-+1) n ie - 1 


N ” 7 
Setzt man nun 


— 


2km |, 2km | 
+7=-% tr3)/7 - 


n 
so ist 


2km , m 2km ma TURN, 
E(+4— -) = E(— +4) oder E( : H4)—1, 
je nachdem r, nicht kleiner ie kleiner als 2m ist. Bezeichnet ? die 
Anzahl der Fälle, in welchen ersteres zwischen den Grenzen k=1 und 
k=1(n—1) MORE, so ist mithin 
2km m—1)(n—1 an—1) ,/ 2km 
 E( j +4) = = X R tr 5 FH %- + 1) I P, 


u 4\ 
en “ 1 TE 
folglich 
in—1) >km Rn - (m—1)(n—1) P _ (m-+1)(n—1) ß 
19) = E(- +3) = TER E 


RD Se 
Um nun FE u” +4) zu bestimmen, sei wieder 
1 
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n n r n n, vr 
— =E— +—, ao —+4=E—+— +4, 


m m m m ” m m 


woraus 


u) ee) 


Ey m 2.2.2 m 
folgt. Es sind nun wieder zwei Fälle zu in Ist r ungerade, 
so setze man in (16.) nun r statt m und m statt n, zugleich 


— ide 


m m 





2m 
Alsdann erhält man 


(20.) Be . kn N 1) IR (m —1)(m+1) E* n + G+)m-D Mi ß 





Ey n '2377 22.3 2:32.23 2° 
wenn ? die Anzahl der Fälle bedeutet, in hin r, zwischen den Gren- 
zen k=1 und k=4{m—1) nicht kleiner als m-+r ist. Da r ungerade, also 


e+D)m-l) _B 


222 > 


in 


E gerade ist, so folgt zugleich, dass immer gerade 
m } 


sein muss. 
Ist r gerade, und bezeichnet man durch 5 die Anzahl der Fälle, in 
welchen r, nicht kleiner als r ist, so findet man, indem man in (19.) jetzt 
statt 2m und m statt n setzt: 


+1)m-1) B 


(21) nn 2“ +4) = iR (m+1)(m—1) PD Ri e 


zz T 2.23 m BEE W 2. 
Mm i s 
irsetzt man r durch a„—mE—, so geht (20.) in 
m - 


.. DE, 
s(n—1) u nn 
20") > E kn +4) __ (a+1)(m—1) 4 


4 \ 53 it - - 
7 m E 23.23 


ie 


N 


und (21.) in 


s(m—1) / kn n+2 m—1 m—] n 
21.) - E(—+ 4) . ui > 4 7559 92.27 
x ai 1 > ee A ud m _ 
iiber. 
’ ER am—1)/ km ır—1)/ km 
Die Identität von N x Krug 1) und N en; +4) führt noch zu 
l 1 


zwei bemerkenswerthen Formeln. Ist r ungerade, so findet man durch den 
Vergleich von (16.) und (20'.) 


m— 1 n 
E 


2 m 


= n—m+2(P—ao). 


Ist r gerade, so giebt der Vergleich von (16.) und (21'.) 


ge 


1 4 
"5 (ER +1) = n-m+2(B-o). 
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Selbstverständlich giebt die Verbindung von (17.) mit (20.) und (21.) aueh 
j i e .. Mn-1) /km m \ 
zwei von (18.) verschiedene Ausdrücke für > E(— ar eh 
| ! - 
Ich schliesse noch folgende Bemerkungen an. Zur Abkürzung sollen 
die drei Summen 
ın—1) / km m\ AD m Kn—1) ,/ km 
b3 E(-- ‚5 El2n—-(2k—-1)]|—, Ei Hl 
er n 2n / 4 | ( ) In . a 2 


bezüglich durch A, B, C bezeichnet werden. Nun ist 





km m 7 Mm 
22.) E( —_ — ) + Eid (a N — = m—1., 
( 2 n 2n / | a Im 
also 
(23.) A+B = YUm—-1)(n—]). 


Zugleich folgt aus (17.) 
(m—1)(n—1) 


i — .— Y 
A = 25 C, 


mithin 
(m—1)(n—]) 


B _— 39 +6, 


ee 


und B-A=2C. 

Da nun C eine gerade Zahl ist, so ist die Differenz B— A immer 
durch 4 theilbar. . Aus dem Werthe von A+B folgt aber, dass, wenn eine 
der Zahlen m--1 und »—1 durch 4 theilbar ist, auch A+B durch 4 theil- 
bar sein muss. Demnach müssen in diesem Falle die Zablen A und B 
beide gerade sein und zwar beide von der Form 4h oder beide von der 
Form 4h+2. Sind aber m und n beide von der Form 4h-+3, so ist die 
Summe A+DB nur durch 2 und nicht durch 4 theilbar, also müssen A und 
B ungerade sein und zwar beide von der Form 4%+1 oder beide von der 
Form 4h+3. Da man nun nach (22.) die einzelnen Glieder der Reihe A 
mit den einzelnen Gliedern der Reihe B paarweise so zusammenstellen kann. 
dass ihre Summe eine gerade Zahl, nämlich m —1, ist, so wird, wenn eine 
der Zahlen m und » von der Form 4h+1 ist, jede der Reihen A und B 
eine gleich grosse gerade Anzahl Glieder mit ungeraden Werthen enthalten. 
und zwar, je nachdem m = 4h+3 oder 4h-+1 ist, müssen die zusammen- 
gehörenden Glieder eines jeden Paares beide von derselben Form. oder das 
eine von der Form 4h+1, das andere von der Form 4h-+-3 sein. Sind aber 
m und rn beide in der Form 4%4-++3 enthalten, so wird jede der Reihen A 
und D eine gleich grosse ungerade Anzahl Glieder mit ungeraden Werthen 
enthalten, und die einzelnen Glieder eines jeden Paares haben dieselbe Form. 
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Bemerkungen über die von Gauss mit [x] bezeichnete 
arıthmetische Function einer reellen Grösse r. 


(Von L. Kronecker.) 


| > . ... \ .. . . ® 
Bedeutet x eine reelle positive (Grösse und r irgend eine ganze Zahl, die grösser 
als x ist, so drückt die Summe: 
A=r—1 


3 5 (1+sen.(c—h)), 


a 


h=1 
falls x keine ganze Zahl ist, offenbar die Anzahl derjenigen positiven ganzen Zahlen aus, 
die kleiner als = sind, während sie für eine ganze Zahl x den Werth z—4 hat. Hier- 
aus resultirt unmittelbar unter der Voraussetzung, dass x keinen ganzzahligen Werth 
hat, für die von Legendre mit E(xz), von Gauss mit [x] bezeichnete zahlentheoretische 
Funetion von x die Darstellung: 


h=r—1 
(A.) E(«)=|z]=4 8 (1+sen.(c—h)), 
h=1 


welche ich in meinen Universitätsvorlesungen so wie in früheren Aufsätzen vielfach an- 
sewandt habe *), und welche auch bei der Herleitung der in dem vorhergehenden Auf- 
satz des Herrn Stern vorkommenden Formeln mit Vortheil benutzt werden kann. 


Um dies an einigen dieser Formeln zu zeigen, wähle ich zuvörderst die erste, & 

und nehme als Ausgangspunkt die Gleichung: r 
km RR k h\ r 

(B.) | == 4 .:# 4 sen. ( _ )) (k=1,2,...n—1), H 

a n el n m’, 


in welcher. wie überall im Folgenden, m und » ungerade Zahlen bedeuten. Hiernach wird: 
km ] k h ung un 
x [> un 1 m—] ee ® 1 x'sen.( 23 ) e > m oo. MM ): 
» n y( IK ) j ar ie n m ke], 2, .. s—17° 
oder. wenn man in der Summe auf der rechten Seite die Summationsbuchstaben A, k 
heziehungsweise durch m—h, n—k ersetzt: 


spe] =, (m—1)(n—1)— 1 Ken. y) h ) 
k 


n n m Ei 
und es resultirt daher die Formel: 3 
=n-If km 
‚e\ ut 
(C.) = [| — 4(m—1)(n—1). 


Wenn ferner k und k’' irgend zwei positive Zahlen bedeuten, deren Summe 
gleich 4(n-+1) ist, so ist gemäss der Gleichung (A.): 


,B. S. 348 des 104. Bandes dieses Journals. 
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k'm m m km "= dm 1) h k 
0 [re jefn re) 





n ?n n ar“ m n e, 
km =4(m—1) / km \\ 
| - ‚| + ;,> l+sgn.\ 1 —h ]. 
on " u n . / 


und wenn in dieser letzteren Gleichung der Summationsbuchstabe A durch 4(m+1)—h 
ersetzt wird: 


" km h=4(m-1) { h k \ 
. rer) 
( ) l v y- — | \ n \n i n 2 J 


n hot 
Die von Herrn Stern auf S. 343 aus Herrn Busches Dissertation aneeführte Relation: 


mV) Ihn k=4n—V)f km 
” tr) 


h—1 m k—1 


tritt durch diese Gleichung (E.) in Evidenz, ebenso durch die Verbindung der Gleichungen 


(D.) und (E.) die Relation: 


m km km . j 
-—— 141 — +41 > Um—]1). 
Z n n £ } F 


und also auch die von Herrn Stern mit (17.) bezeichnete Gleichung: 


=D m km II km 5 1/ 
B3 > —- 4 B: +1 = Hm—1, n— 1). 


k—1 - 4 7 k—1 n 





Bezeichnet man mit N(z) die der reellen Grösse x nächste ganze Zahl, so ist. falls x- 
keinen eanzzahliren Werth hat: 


N(rz) = [r+ }|, 


und die Relationen (E.) und (F.) können daher in folgender Weise dargestellt werden: 


‚/km\ =uim-1) /h h \ 
(E'.) N—)=% 3 (14sen.(— +4) 
vn > ] m n F 
am) / hn k=hin—1) / km 
(F') a 
: an‘ m kt u 
Dass nun. wie Herr Stern in der Anmerkune auf S. 342 anführt. die Summ: 
auf jeder der beiden Seiten der Formel ( F'.) eleich einer geraden Zahl ist. erkennt 
2 MP /kmN 35 
man daraus. dass vermöee der Definition von N\| —— ) die Differenz: 
nn m 4 
’ km \ 


mk—nN\ — 
on 


absolut kleiner als 4x ist. Bezeichnet man nämlich diese Differenz, welche also eine der 
Zahlen 1, 2, 3, ... 4n—1) ist, mit A’, so Ist: 


„(km ‚/ km \ 
mk—nN\ —) = k", alo N —)=k—k mod. 2 
vn, n / 
und folelich: 
‚„{ km \ 
(@.) EN fe, )= Sk— yk’=0 (mod.? 
ar k h 
oder auch wegen der Formel (E'.): 
f h = ’ R 
(G'.) Zsgn.(}- -- Js HKm—1)(n—1) (mod. 4 
h,k m n 2 
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Der hier gegebene Nachweis findet sich bereits im Art. III meines im Sitzungs- 
bericht der Berliner Akademie vom 1. Mai 1884 abgedruckten Aufsatzes: die Relation 
(@'.) selbst geht schon aus den Entwickelungen hervor, welche ich in meiner im Monats- 
bericht der Berliner Akademie vom Juni 1876 abgedruckten Mittheilung gegeben habe. 
Denn die aus den Gleichungen: 





Imkaı ‚ mkn 
sin sin 
m n n 
( ) =/]l ) = /I &=1, 2... 40-1) 
.n k . Ihn k ‚ kn 
sin sin 
n n 


hervorgehende Formel: 


3% ‚fh k h k h k 
>sin( + )2n 2 sin ( — 2n = 2sin( ). 2sin( — )a 
A mn Il mn 1 mn 1 


h,k m n / 


IAzil,:2, 5, ı ml): kKzel,.2.;.. , n—1)) 
zeigt unmittelbar, dass das erste Product auf der linken Seite positiv und dass also die 
Anzahl der Zahlenpaare Ah, k, wofür: 
BR f 
Ey > > 
m n 
ist, gerade sein muss. DBezeichnet man diese Anzahl mit 2/, so besteht offenbar die 
Gleichung: 
h kN h=1,2 l(m—1)‘ 
x'sgn. (4— — —= Ym—1)(n—1)—4l F ee 
Yen. (4- .— ) = Hm-1)a-1) N 


Pag‘ . 4{n—1) /? 


welche dasselbe besagt, wie die oben mit (@'.) bezeichnete Congruenz. Dass in eben 
dieser Uongruenz (@'.) die in dem Sternschen Aufsatze (S. 342) hergeleitete Relation: 


i 
\ 


IR) ch i | 
N ee ]|=1m-1@-1) (mod. 2) 
ri 


\ n 2n 
enthalten ist, wird ersichtlich. wenn der Werth der Summe auf der linken Seite gemäss 
der obigen Gleichung (D.) auf die Form: 


\ . h h 
m—1)(n—1)+ 38 gn.(4 — _ ) 


[3 2 en er 
$ = 1, 2,... 3(n—1) 
Schliesslich bemerke ich noch, dass die in dem Sternschen Aufsatze mit (9.) be- 


zeichnete Formel: 
k (n—1) km h=m—1 hn 
PB; 5 \+ } | | — 4(m—1)(n—]1) 


ki n able m 


m n 
oebracht wird. 





bei jener durch die Gleichung (A.) gegebenen Darstellung der Function [=] in voll- 


kommene Evidenz tritt. da alsdann die erstere Summe auf der linken Seite durch: 


Ikm h h BA — 
1 x | 1 + sen.( - Le h) oder 1 v (' son. Bin: )) (\ 1 ne " 
”3E ‚ ” n , 2 u ‘ t \ Im } 1, ur nah 


nk n 





tw 


die zweite dureh: 


d hn { h k hl, 
‚ri l sen.( Er k)) oder DJ RE: a -)) (i \ 


zu ersetzen Ist. 


zn 


... m—1 ) 
.}@-1) 
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